
یند تصادفی فرا
احتمال و توزیع ها

محسن هوشمند
هدانشکده تکنولوژی اطلاعات و علم رایان

ه زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پای



استنتاج آماری

کمک در تصمیم بر آنچه بدان اعتقاد یابیم

جستجو بر یافتن تحقیق

مدل
توصیف ریاضی

مدل آماری
معمولا مدل احتمالی



مدل دارای پارامتر است

مثال
احتمال باران وابسته به مثلا سطح دریا

باران خروجی

ورودی: سطح دریا

ر رابطة دقیق بین ورودی و خروجی با مقدار دیگری تدوین می شود که نمایشگر این است که ورودی چقدر ب
خروجی تأثیر می گذارد

پارامتر

.نمایشگر اینکه ورودی بر خروجی تأثیرگذار است(: معادله بندی مدل)تدوین مدل 
پارامترها مقدار دقیق تاثیر را معین می کنند



مدل دارای پارامتر است

مثال
شیر آمدن سکه

سکة کج

 اختلاف بین دو سطحx

𝑃(ش|𝑥)

درجة اعتماد
هایپرپارامتر



سخن کوتاه

. مدل ریاضی احتمالِ پیشامدهای خاصی که رخ می دهند

.مدل ریاضی دارای پارامترهائی است

مقدار پارامترها مشخص کنندة احتمال دقیق بدست آمده از مدل هاست

.اعتقادات به مقدار پارامترها جریان می دهد

شاید بعضی از مقادیر را نسبت به مقادیر دیگر بیشتر مستعد درستی بدانیم

پارامترها-[هایپر]صورت اعتقاد ما دربارة مقدار پارامترها خود می تواند با مدل ریاضی دیگری بیان شود 



اهداف استنتاج

تخمین مقدار پارامتر

پیش بینی مقدار داده
کمک مدل ها به پیش بینی اثربخشی واکسن انفلوانزا هنگام واکسن عمومی
کمک مدل ها به پیش بینی مسیر طوفان
کمک مدل ها به پیش بینی شیر یا خط آمدن پرتاب بعدی سکه
در استنتاج بیز، میانگین وزنی اعتقاد است  .

(انتخاب مدل)مقایسه مدل 



احتمال

روش های آماری مطالعة دقیقِ عدم قطعیت ها

نیاز به فهم احتمال

مجموعه متناهی پیشامدهای ممکن
 پرتاب سکه؟

چقدر محتمل است؟
خط چقدر محتمل است؟
هر دو آمدن چقدر محتمل است؟

محتمل بودن هر برآمد، مجموعه ای از برآمدها را در ذهن داریم
هر دو آمدن جز پیشامدهای ممکن نیست

پیشامد

هنگام پرسش دربارة محتمل شدن پیشامدی مجموعه ای از پیشامدها را در ذهن داریم، شامل تمامی پیشامدهای ممکن و  
پیشامدهای دو به دو مستقل از یکدیگر

فضای نمونه



احتمال

مطالعه عدم قطعیت ها

نسبتی از زمان اتفاق افتادن پیشامد

درجه اعتقاد درباره پیشامد

عدم قطعیت در
داده
مدل یادگیر
پیش بینی های حاصل از مدل

مفاهیم فضای احتمال
فضای نمونه
پیشامدها
احتمال هر رخداد



احتمال

شیر آمدن
 احتمال شیر آمدن پارامتر𝜃
 سکة سالم𝜃 = 0.5
 درجة اعتقادP(𝜃)

P 𝜃 = 0.5 = 0.99

احتمال  :
شیر و خط
فضای نمونه دارند

درجة اعتقاد
 مقدار پیوسته𝜃 = و۰.۰۱.۰.۲و۰ … ۱.۰۰و

چرا سکه
چقدر سکه پرتاب می کنیم؟
احتمال زنده ماندن یکسال پس از جراحی-مشابه زندگی
احتمال اثرجانبی سردرد ناشی از دارو
انتخابات یا رفراندوم



احتمال

نیاز به متغیر تصادفی جهت کمی سازی عدم قطعیت
تابع واسط بین خروجی آزمایش تصادفی به مجموعه ای از ویژگی های مورد توجه

توزیع احتمال
مرتبط با متغیر تصادفی
 تابع اندازه گیرندة احتمال خروجی خاص
 جزو اساسی

مدل های احتمالاتی

مدل های گرافیکی

انتخاب مدل



ایجاد فضای احتمال

هدف نظریه احتمال
تعریف ساختی ریاضی برای توضیح خروجی های تصادفی آزمایش ها
مثال

پرتاب سکه

 عدم امکان تشخیص خروجی

با انجام بسیاری آزمایش، مشاهده نظم در میانگین خروجی

پرتاب تاس

استدلال خودکار
تعمیم استدلال منطقی



روش های ترکیبیاتی

اعمال چند مرحله ای
دومرحله ای
بیش از دو مرحله

(  آرایش)جایگشت 
nشی متمایز
 چینشr شی ازnشی متمایز
nشی متمایز روی دایره
n شی به طوری که𝑛۱ + 𝑛۲ + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑛

(زیرمجموعه)ترکیب 
 انتخابr شی ازnشی متمایز
 تعداد افرازهایn شی متمایز بهr زیرمجموعه با تعداد معین



ضرائب دوجمله ای

(𝑥 + 𝑦)𝑛= 

𝑟=0

𝑛
𝑛
𝑟

𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛
𝑟

=
𝑛

𝑛 − 𝑟

𝑛
𝑟

=
𝑛 − 1

𝑟
+

𝑛 − 1
𝑟 − 1



𝑟=0

𝑘
𝑚
𝑟

𝑛
𝑘 − 𝑟

=
𝑚 + 𝑛

𝑘

معادلة استرلینگ

𝑛! ≅ ۲𝜋𝑛
𝑛

𝑒

𝑛



ضرائب چندجمله ای

(𝑥۱ + 𝑥۲ + ⋯ + 𝑥𝑘)𝑛

𝑥۱
𝑟۱𝑥۲

𝑟۲𝑥𝑘
𝑟𝑘 ,

𝑛
𝑟۱, 𝑟۲, ⋯ , 𝑟𝑘

ضرائیب دوجمله ای تعیمی یافته
𝑛
𝑟

=
𝑛 𝑛 − 1 … 𝑛 − 𝑟 + ۱

𝑟!

مثال 
−۱
𝑟

؟



عدد اویلر

حـــد
𝑛→∞

1 +
1

𝑛

𝑛

=?

حـــد
𝑛→∞

1 +
𝑎

𝑛

𝑛

=?

حـــد
𝑛→∞

1 −
𝑎

𝑛

𝑛

=?



تفسیر های احتمال

(احتمال برابر)کلاسیک 

بسامدی

بیزی 

اصل آغازه



Ωفضای نمونه 

آزمایش
هر فرایند مشاهده یا اندازه گیری

برآمد
نتایج حاصل از آزمایش

فضای نمونه
 مجموعهء همه برآمدهای ممکن آزمایش

 فضای نمونه پرتاب سکه، اعداد صحیح فرد و مثبت، فضای نمونه ای که از پرتاب جفت تاس، یکی سرخ و دیگری سبز

 (نقاط فضای نمونه تشکیل پیوستار)در مقابل پیوسته ( متناهی و یا نامتناهی شمارا)گسسته

پیشامد
 زیرمجموعه هائی از فضای نمونه
نادرستی عکس مطلب

فضای پیشامد
 معمولا مجموعه توانیΩ



مثال

طول عمر مفید وسیلة الکترونیکی
فضای نمونه

وسیلة الکترونیکی قبل از ششمین سال از کار بیفتد
پیشامد

Ω = t: t ≥ 0

𝐹 = {𝑡: 0 ≤ 𝑡 ≤ 6}



تابع احتمال و اصول کولمولگروف

نسبت دهد و صادق در سه اصل زیر۱تا ۰تابعی را که به هر پیشامد، عددی در بازه 

𝑃(𝐴)با Aنمایش احتمال پیشامد
𝑃(𝐴)

احتمال هر پیشامد نامنفی : اصل اول𝑃 𝐴 ≥ 0

برابر با جمع احتمال های تک تک  آن ها( ناسازگار)احتمال جمع پیشامدهای مجزا : اصل دوم
۱احتمال فضای نمونه برابر با :اصل سوم

۵فضای نمونه، پیشامد اعداد زوج؛ پیشامد اعداد کوچکتر از -پرتاب تاس-مثال



مثال

احتمال حداقل یک شیر آمدن دو بار پرتاب سکه متعادل



مثال

برای تاسی که احتمال وقوع هر عدد فرد دو برابر احتمال وقوع هر عدد زوج ۳احتمال پیشامد وقوع عدد بزرگتر از 
است



ویژگی ها

𝐴′ متمم پیشامدA
𝑝 𝐴′ = 1 − 𝑃(𝐴)

مجموعه تهی
𝑝 𝜙 = 0

𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝑃 𝐴 ≤ 𝑃 𝐵
0 ≤ 𝑃 𝐴 ≤ 1

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵
𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶
= 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 + 𝑃 𝐶 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶



ویژگی ها

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ≤ 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ≤ min(𝑃 𝐴 , 𝑃 𝐵 )
𝑝 𝜙 = 0



احتمال شرطی

Bبه شرط وقوع پیشامد Aاحتمال شرطی پیشامد 

𝑝 𝐴 𝐵 =
𝑝 𝐴 ∩ 𝐵

𝑝 𝐵

Bاست بعد از مشاهدهء پیشامد Aبه سخن دیگر، احتمال شرطی احتمال پیشامد 

𝑝 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑝 𝐵 𝑝 𝐴 𝐵 = 𝑝 𝐴 𝑝 𝐵 𝐴



مثال

احتمال مرکز مناسب چقدر است؟: خ

𝑃(خ) =
۲۶
۵۰

= ۰. ۵۲

سال سابقه، احتمال مناسب بودن خدمات چقدر است؟۱۰در صورت انتخاب مرکز با کمتر از : ک

𝑝 خ ک =
𝑝 ک ∩ خ

𝑝 ک
=

۱۶
۵۰
۲۰
۵۰

=
۱۶
۲۰

= ۰. ۸

عرضة خدمات مناسب عرضة خدمات بد

سال۱۰سابقه شغلی کمتر از  ۱۶ ۴

سال۱۰سابقه شغلی بیشتر از  ۱۰ ۲۰



قاعدة زنجیری
,𝑆1پیشامدهای  … ,𝑆𝑘 و𝑃(𝑆𝑖) > 0

𝑘برای  = ۲
𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱

.در واقع قاعدهء زنجیری مشتق از اعمال چندبارهء احتمال شرطی است

𝑘برای  = ۳
𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩ 𝑆۳ = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱ 𝑃 𝑆۳|𝑆۱ ∩ 𝑆۲

𝑘برای 

𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘 = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱ 𝑃 𝑆۳|𝑆۱ ∩ 𝑆۲ … 𝑃 𝑆𝑘|𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘−۱



مثال

. لامپ معیوب باشد،  دو لامپ را بدون جایگذاری به ترتیب برداریم۱۵لامپ تلویزیونی، ۲۴۰اگر از 

احتمال اینکه هر دو معیوب باشد چقدر است؟ 

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

احتمال معیوب بودن دومین لامپ: ک

𝑝 خ ∩ ک = 𝑝 خ 𝑝 ک خ =
۱۵
۲۴۰

۱۴
۲۳۹



مثال

.مورد آنها معیوب است۵فیوز در بسته داریم که ۲۰

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

احتمال معیوب بودن دومین لامپ: ک

احتمال معیوب بودن سومین لامپ: ل

احتمال اینکه هر سه معیوب باشد چقدر است؟ 

𝑝 خ ∩ ک ∩ ل = 𝑝 خ 𝑝 ک خ 𝑝 ل خ ∩ ک =
۵
۲۰

۴
۱۹

۳
۱۸



استقلال

دو پیشامد مستقل خوانده می شوند اگر 
𝑝 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑝 𝐴 𝑝(𝐵)

یا
𝑝 𝐴 𝐵 = 𝑝 𝐴

شهود دو پیشامد مستقل
 عدم تأثیر مشاهدةB بر مشاهدةA



مثال

.مورد انها معیوب است۵فیوز در بسته داریم که ۲۰

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

احتمال معیوب بودن دومین لامپ: ک

احتمال معیوب بودن سومین لامپ: ل

احتمال اینکه هر سه معیوب باشد چقدر است؟ . اگر فیوز را برگردانیم

𝑝 خ =
۵
۲۰

𝑝 ک خ =
۵
۲۰

𝑝 ل خ ∩ ک =
۵
۲۰

𝑝 خ ∩ ک ∩ ل = 𝑝 خ 𝑝 ک خ 𝑝 ل خ ∩ ک = (
۵
۲۰

)۳



مثال
Ω، 0: ش۱: خ.  سکه ای را سه بار پرتاب کنیم = 000,001,010, … ,111

𝛼 ،𝑝احتمال پیشامد شیر در دو پرتاب اول  𝛼 =
۱
۴

𝛽 ،𝑝احتمال پیشامد خط در پرتاب سوم  𝛽 =
۱
۲

𝛾 ،𝑝احتمال پیشامد دقیقا دو خط در سه پرتاب  𝛾 =
۳
۸

𝑝مستقل اند؟ 𝛽و 𝛼پیشامدهای  𝛼𝛽 =
۱
۸ = 𝑝 𝛼 𝑝 𝛽

𝑝مستقل اند؟ 𝛽و 𝛾پیشامدهای 𝛾 ∩ 𝛽 =
۱
۴ ,𝑝 𝛾 𝑝 𝛽 =

۳
۱۶



قضیة بیز



مثال
احتمال . است۰.۶احتمال فراهم  نشدن اعتبار . ساخت بزرگراهی به علت عدم اعتبار ممکن است به تاخیر بیفتد

. است۰.۳۵و احتمال ان به شرط عدم اعتبار ۰.۸۵انجام سروقت بزرگراه به شرط وجود اعتبار 

𝑝 𝛽 = ۰. ۶

𝑝 𝛼|𝛽 = ۰. ۳۵

𝑝 𝛼|𝛽′ = ۰. ۸۵

𝑝 𝛼 = 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽 ∪ 𝛼 ∩ 𝛽′

= 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽 + 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽′

= 𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 + 𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′

= ۰. ۶ × ۰. ۳۵ + ۰. ۴ × ۰. ۸۵ = ۰. ۵۵



(قاعدة حذف)قاعدة احتمال کل 
𝑝و Ω افرازی از فضای نمونة 𝛽۱ ،𝛽۲ ،... ،𝛽𝑘پیشامدهای  𝛽𝑖 ≠ 0

𝑝 𝛼 = 

𝑖=1

𝑘

𝑝 𝛽𝑖 𝑝 𝛼|𝛽𝑖



مثال
مردود و اتومبیل ۰.۹۹اتومبیل دودزا در آزمون با احتمال . در استان زنجان دودزائی اتومبیل ها بیش از حد استاندارد است

احتمال اینکه اتومبیل در آزمون رد شود واقعا دودزا باشد چقدر است؟. مردود می شود۰.۱۷سالم در آزمون با احتمال 

𝑝اتومبیل دودزا  𝛽 = ۰.۲۵

𝑝اتومبیل سالم  𝛽′ = ۰.۷۵

𝛼رد شدن 

𝑝 𝛼|𝛽 = ۰. ۹۹

𝑝 𝛼|𝛽′ = ۰. ۱۷

𝑝 𝛽 ∩ 𝛼 = 𝑝 𝛼 𝑝 𝛽|𝛼 = 𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 ⟹ 𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛼

𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 +𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′



قاعدة بیز

𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 + 𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′

تعمیم

𝑝و Ω افرازی از فضای نمونة 𝛽۱ ،𝛽۲ ،... ،𝛽𝑘پیشامدهای 𝛽𝑖 ≠ 0

𝑝 𝛽𝑖|𝛼 =
𝑝 𝛽𝑖 𝑝 𝛼|𝛽𝑖

σ𝑗=1
𝑘 𝑝 𝛽𝑗 𝑝 𝛼|𝛽𝑗



متغیر تصادفی

توجه به جنبه ای خاص
فرض ریختن جفت تاس و صرفا توجه به مجموعه رقم ها

(1,1)

(2,1)

…

عدم استفاده مستقیم از فضای احتمال در مسائل عموما و خاصه هوش مصنوعی

فضای هدف
𝑋: Ω → 𝒯

متغیر تصادفی
غلط مصطلح و سوتفاهم

نه تصادفی نه متغیر

بلکه تابع



م تRANDOM VARIABLESمتغیرهای تصادفی 

.سکه و به دنبال اینکه تعداد شیرهایی که از این تعداد پرتاب به دست می آید۱۰پرتاب -مثال
اعضای فضای نمونه دنباله های ده تائی از شیر و خط هستند

.  که احتمال دنباله ای خاص چقدر است« نیستیم»در عمل به دنبال این 
حقیقی از خروجی ها هستیم-به دنبال توابع مقدار.
 پرتاب تاس به دست می آید۱۰مثلا مجموع دو عددی که در ریختن جفت تاس، یا تعداد شیرهائی که در

:م ت
𝑋: Ω → ℝ

Xیا X(ω)نمایش با 

𝑋 = 𝑥 یعنی مقدار𝑥 ∈ 𝑅 را به م ت𝑋اختصاص داده ایم



مثال

م ت تعداد کل شیرها. سکه ای چهار با پرتاب می شود

Ω، 0: ش۱: خ = 0000,0001,0010, … ,1111

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴
۱۶

فضای نمونه احتمال X=x

0000
۱
۱۶

۴

0001
۱
۱۶

۳

0010
۱
۱۶

۳

0011
۱
۱۶

۲

0100
۱
۱۶

۳

0101
۱
۱۶

۲

0110
۱
۱۶

۲

0111
۱
۱۶

۱

1000
۱
۱۶

۳

1001
۱
۱۶

۲

1010
۱
۱۶

۲

1011
۱
۱۶

۱

1100
۱
۱۶

۲

1101
۱
۱۶

۱

1111
۱
۱۶ 0



ادامه-متغیرهای تصادفی 

مقدار روی اعضای فضای نمونه باشد-تابع حقیقیXفضای نمونه  با اندازه احتمال باشد و Ωاگر 

سکه۱۰تعداد شیر در پرتاب : مثال متغیر تصادفی گسسته
مقادیر محدودی را می پذیرد

𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑃( 𝜔: 𝑋 𝜔 = 𝑘 )

زمانی نیمه عمر ماده رادیواکتیو؛ طول عمر مفید وسیله ء الکترونیکی: متغیر تصادفی پیوسته
مقداری نامتناهی را می پذیرد

𝑎 و 𝑏 به طوری که𝑎 < 𝑏

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑃( 𝜔: 𝑎 ≤ 𝑋 𝜔 ≤ 𝑏 )



توزیع احتمال-مثال

فضای نمونة پرتاب جفت تاس هر عضو فضا 
۱
۳۶

متغیر تصادفی حاصل جمع دو عدد تاس ها

تدوین معادله

𝑃 𝑋 = 𝑥 =
۶ − |𝑥 − ۷|

۳۶
, 𝑥 = ۲, ۳, … , ۱۲

𝑥 𝑃 𝑋 = 𝑥

۲ ۱
۳۶

۳ ۲
۳۶

۴ ۳
۳۶

۵ ۴
۳۶

۶ ۵
۳۶

۷ ۶
۳۶

۸ ۵
۳۶

۹ ۴
۳۶

۱۰ ۳
۳۶

۱۱ ۲
۳۶

۱۲ ۱
۳۶



توزیع های احتمال

فهرستی از تمامی خروجی های ممکن و احتمال های متناظر هر یک
توزیع احتمال پرتاب سکه-

دو خروجی شیر و خط
 احتمال های متناظر آنها𝜃 1و − 𝜃

توزیع احتمال مقدار کالری مصرفی روزانة انسان
۲۰۰۰.۰
۱۸۹۸.۳
۲۴۴۷.۹
...

توزیع های گسسته
فضای نمونه حاوی خروجی گسسته و احتمال مجزای هر برآمد

پرتاب سکه، ریختن تاس
تقسیم فضای پیوسته

توزیع های پیوسته
 احتمال نقطه ای صفر
احتمال بازه ای ممکن
چگالی احتمال



توزیع های احتمال

بر اساس اصول کولمولگروف

اگر و فقط اگر 𝑓(𝑥)توابعی را می توان به مثابة توزیع احتمالیِ متغیر تصادفی گسسته به کار برد که مقادیر : قضیه
مشمول شرایط زیر باشند

𝑓 𝑥 ≥ 0



𝑥

𝑓 𝑥 = 1



نمودار میله ای-مثال

𝑃تدوین معادله برای توزیع احتمال تعداد کل شیرهای چهار پرتاب سکه 𝑋 = 0 =
۱

۱۶

𝑃 𝑋 = ۱ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۲ =
۶

۱۶

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۴ =
۱

۱۶

0.062
5

0.25

0.375

0.25

0.062
50

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4

0.062
5

0.312
5

0.687
5

0.937
5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 1 2 3 4



مثال

𝑃 𝑥 ≥ 0



𝑥

𝑃 𝑥 = 1

.بررسی کنید تابع زیر تابع توزیع است

𝑓 𝑥 =
𝑥 + ۲

۲۵
, 𝑥 = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ 

𝑓 𝑥 ≥ 0



𝑥

𝑓 𝑥 = 1



-توابع توزیع تجمیعی

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = 

𝑡≤𝑥

𝑓(𝑡) ,  −∞ ≤ 𝑥 ≤ +∞



مثال

توزیع احتمال این تابع تجمیعی چقدر است؟

𝑃 ۲ =
۱
۳۶ 

𝑃 ۳ =
۳
۳۶ −

۱
۳۶  =

۲
۳۶

𝑃 ۴ =
۶
۳۶ −

۳
۳۶  =

۳
۳۶

⋮

𝑃 ۱۲ = ۱ −
۳۵
۳۶  =

۱
۳۶

𝐹 𝑥 =

0,  𝑥 < ۲
۱

۳۶
, ۲ ≤ 𝑥 < ۳

۳

۳۶
,  ۳ ≤ 𝑥 < ۴

۶

۳۶
,  ۴ ≤ 𝑥 < ۵

⋮
۳۵

۳۶
,  ۱۱ ≤ 𝑥 < ۱۲

۱,  𝑥 ≥ ۱۲

𝑥 𝑓 𝑋 = 𝑥

۲ ۱
۳۶

۳ ۲
۳۶

۴ ۳
۳۶

۵ ۴
۳۶

۶ ۵
۳۶

۷ ۶
۳۶

۸ ۵
۳۶

۹ ۴
۳۶

۱۰ ۳
۳۶

۱۱ ۲
۳۶

۱۲ ۱
۳۶



ادامه-توابع توزیع تجمیعی 

ویژگی ها
0 ≤ 𝐹 𝑋 ≤ ۱

lim
𝑥→−∞

𝐹 𝑋 = 0

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑋 = ۱

𝑥 ≤ 𝑦 ⟹ 𝐹 𝑥 ≤ 𝐹(𝑦)



ادامه-توابع توزیع تجمیعی 

𝑥۱اگر متغیر تصادفی متشکل از مقادیر : قضیه < 𝑥۲ < ⋯ < 𝑥𝑛 باشد، آن گاهP(𝑥۱) =  𝐹(𝑥۱) و ،

𝑃(𝑥𝑖) =  𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1) , 𝑖 = ۲, ۳, … , 𝑛



مثال

تعداد کل شیرهای چهار پرتاب سکه

𝐹 0 = 𝑃 0 =
۱
۱۶ 

𝐹 ۱ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ =
۵
۱۶

𝐹 ۲ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ =
۱۱
۱۶

𝐹 ۳ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ + 𝑃 ۳ =
۱۵
۱۶

𝐹 ۴ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ + 𝑃 ۳ + 𝑃 ۴ = ۱

𝑃 𝑋 = 0 =
۱

۱۶

𝑃 𝑋 = ۱ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۲ =
۶

۱۶

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۴ =
۱

۱۶

𝐹 𝑥 =

0,  𝑥 < 0
۱

۱۶
, 0 ≤ 𝑥 < ۱

۵

۱۶
,  ۱ ≤ 𝑥 < ۲

۱۱

۱۶
,  ۲ ≤ 𝑥 < ۳

۱۵

۱۶
, ۳ ≤ 𝑥 < ۴

۱,  𝑥 ≥ ۴



یا « ت چ ا»PROBABILITY DENSITY FUNCTIONتابع چگالی احتمال 
«PDF»

𝑃(𝑥𝑖):در حالت گسسته =  𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1)

در همه جا مشتق پذیر است۳اگر م ت پیوسته باشد، ت

(شبیه تفاضل در حالت گسسته)است « ۳ت»مشتق « ت چ ا»

𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
𝑃 𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝛿𝑥 = 𝑓𝑋 𝑥 𝛿𝑥

مقدار ت چ ا مربوط به یک نقطه، احتمال آن نقطه نیست: توجه
𝑓𝑋 𝑥 ≠ 𝑃 𝑋 = 𝑥



ویژگی ها–تابع چگالی احتمال 

𝑓𝑋 𝑥 ≥ 0

න

−∞

+∞

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = ۱

න

𝑥∈𝐴

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴)



مثال

𝑓 𝑥 = {𝑘𝑒−۳𝑥 , 𝑥 > 0
0, 𝑥 ≤ 0

در چه صورتی چگالی احتمال است؟


−∞

+∞
𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = ۱

∞−

+∞
𝑘𝑒−۳𝑥𝑑𝑥 = 0

+∞
𝑘𝑒−۳𝑥𝑑𝑥 = lim

𝑡→∞

𝑘𝑒−۳𝑥

−۳ |
𝑡
0

=
𝑘

۳ = ۱ ⟹ 𝑘 = ۳ 

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = ∞−

𝑥
𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

تابع توزیع تجمیعی



–تابع چگالی احتمال 

و aباشند، آن گاه به ازای هر دو عدد حقیقی xبه ازای Xتوابع توزیع احتمال و تابع توزیع F(x)و f(x)اگر : قضیه
b و با شرط𝑎 ≤ 𝑏 :

𝑃 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎)

𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑋(𝑥)

𝑑𝑥

و این مشتق موجود است



مثال

𝐹 𝑥 = ቐ
0, 𝑥 ≤ 0
𝑥, 0 < 𝑥 < 1
1, 𝑥 ≥ 1

.د و رسم کنیدیرا بدست آور تابع چگالی احتمال 



مثال

باتری را امتحان کردیم و نمودار آن ها شبیه زیر است۱۰۰۰فرض کنید 

احتمال برابر سطح زیر منحنی در حد فاصل مقدار کم و بیش بازه

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑎

𝑏
𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥



تابع توزیع احتمال

گسسته
تفاضل
تابع جرم احتمال

𝑃 𝑥 ≥ 0



𝑥

𝑃 𝑥 = 1

0 ≤ 𝑃 𝑥 ≤ 1
چرا؟

پیوسته
مشتق
تابع چگالی احتمال

𝑓𝑋 𝑥 ≥ 0

න

−∞

+∞

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 1

𝑓𝑋 𝑥 ≤ ؟1
خیر



دو متغیر تصادفی



JOINT AND MARGINAL DISTRIBUTIONSتوزیع های توام و حاشیه ای 

تاکنون صرفا یک متغیر تصادفی

ممکن است که بیش از یک متغیر تصادفی درگیر باشد
مثال

X وY دو متغیر تصادفی وFX(x) وFY(y)توزیع متناظر آن ها

نیاز به توزیعی قوی تری برای فهم کار آن ها با یکدیگر
توام  تابع توزیع جرمیX وY

𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)



مثال-توزیع های توام 

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝑃 𝑋 = 1, 𝑌 = 0 =

۳
۱

۲
0

۴
۱

۹
۲

=
۱
۳

𝑃 𝑋 = 1, 𝑌 = 1 =

۳
۱

۲
۱

۴
0

۹
۲

=
۱
۶

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 =

۳

𝑥

۲

𝑦
۴

۲ − 𝑥 − 𝑦

۹

۲

, 𝑥, 𝑦 ∈ 0, ۱, ۲ , 0 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ ۲

𝑋 = 0 𝑋 = ۱ 𝑋 = ۲

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

𝑌 = ۱ ۲

۹

۱

۶

𝑌 = ۲ ۱

۳۶



ویژگی ها

𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0



𝑥



𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 = 1

𝑓مثال  𝑥,𝑦 = 𝑘𝑥𝑦, 𝑥,𝑦 = ۳و۲و۱



Yو Xتوزیع تجمیعی توام 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 = 

𝑠≤𝑥



𝑡≤𝑦

𝑓 𝑠, 𝑡



مثال-توزیع های توام 

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝐹(1,1)؟

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = ۱ 𝑋 = ۲

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

𝑌 = ۱ ۲

۹

۱

۶

𝑌 = ۲ ۱

۳۶



حالت پیوسته

𝑓 𝑥,𝑦 تابع چگالی احتمال توام اگر و فقط اگر

𝑃 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐴 = න
𝐴

න 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ویژگی ها
𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0

න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۱



تابع توزیع توام

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 = න
−∞

𝑦

න
−∞

𝑥

𝑓 𝑠, 𝑡 𝑑𝑠𝑑𝑡

:چگالی توام

𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝜕۲

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝐹(𝑥, 𝑦)



مثال

Yو Xچگالی توام 

𝑓 𝑥, 𝑦 = ൝
𝑥 + 𝑦, 0 < 𝑥 < 1,0 < 𝑦 < 1

0 سایرجاها

F 𝑥, 𝑦 =

0 , 𝑥 ≤ 𝑦یا0 ≤ 0

1

2
𝑥𝑦 𝑥 + 𝑦 ,  0 < 𝑥 < 1,0 < 𝑦 < 1

1

2
𝑦 1 + 𝑦 ,  𝑥 ≥ 1,0 < 𝑦 < 1

1

2
𝑥 𝑥 + 1 ,  0 < 𝑥 < 1, 𝑦 ≥ 1

1,  𝑥 ≥ 1, 𝑦 ≥ 1



مثال-توزیع های حاشیه ای

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

Yو توزیع احتمال  Xتوزیع احتمال 

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



گسسته-توزیع های حاشیه ای

X وYدو متغیر تصادفی گسسته

f(x,y)توزیع احتمال توام آنها
 توزیع حاشیه ایX=x

𝑓𝑋 𝑥 = 

𝑦

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

 توزیع حاشیه ایY=y

𝑓𝑌 𝑦 = 

𝑥

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)



پیوسته-توزیع های حاشیه ای

X وYدو متغیر تصادفی پیوسته

f(x,y)چگالی احتمال توام آنها
 چگالی حاشیه ایX=x

𝑓𝑋 𝑥 = න
−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

 چگالی حاشیه ایY=y

𝑓𝑌 𝑦 = න
−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥



مثال–چگالی حاشیه ای

چگالی توام

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = ቐ

۲
۳

𝑥 + ۲𝑦 , 0 < 𝑥 < ۱, 0 < 𝑦 < ۱

0, درغیراینصورت 

YوXچگالی های حاشیه ای 

𝑓𝑋(𝑥) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = න

0

1
۲
۳

𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑦 =
۲
۳

𝑥 + ۱

𝑓𝑌(𝑦) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 = න

0

1
۲
۳

𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑥 =
۱
۳

۱ + ۴𝑦



تابع چگالی–توزیع های توام و حاشیه ای 

න

−∞

+∞

න

−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 1

𝑋چگالی احتمال حاشیه ای 

𝑓𝑋 𝑥 = න

−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦



σ𝑥,𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = σ𝑥 σ𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

F 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 = σ𝑠≤𝑥 σ𝑡≤𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑠, 𝑡
جرم

F 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 = ∞−

𝑦
∞−

𝑥
𝑓𝑋𝑌 𝑠, 𝑡

چگالی
𝑑𝑠 𝑑𝑡



چند متغیری گسسته

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 = 𝑃 𝑋۱ = 𝑥۱, 𝑋۲ = 𝑥۲, … , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛

𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 = 𝑃 𝑋۱ ≤ 𝑥۱, 𝑋۲ ≤ 𝑥۲, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛



مثال

𝑓 𝑥,𝑦,𝑧 =
𝑥+𝑦 𝑧

۶۳ ,𝑥 = ۱,۲; 𝑦 = ۱,۲,۳; 𝑧 = ۱,۲

𝑃(𝑋 = ۲,𝑌 + 𝑍 ≤ ؟(۳
𝑃 𝑋 = ۲, 𝑌 + 𝑍 ≤ ۳ = 𝑓 ۲, ۱, ۱ + 𝑓 ۲, ۱, ۲ + 𝑓 ۲, ۲, ۱

=
۳
۶۳

+
۶
۶۳

+
۴
۶۳

=
۱۳
۶۳



چند متغیری پیوسته

احتمال با استفاده از چگالی توام

𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 = න
−∞

𝑥𝑛

… න
−∞

𝑥۲
න

−∞

𝑥۱
𝑓 𝑡۱, 𝑡۲, … , 𝑡𝑛 𝑑𝑡۱𝑑𝑡۲ … 𝑑𝑡𝑛

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 =
𝜕𝑛

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲ … 𝜕𝑥𝑛
𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛



توزیع های شرطی

چقدر است؟Y، توزیع احتمال xدر مقدار Xبا دانستن احتمال 
 تابع جرم–گسسته

تابع چگالی-پیوسته

𝑓𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑓𝑋 𝑥

𝑃𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑃𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑃𝑋 𝑥



مثال-توزیع های شرطی

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝑃 𝑋 = 0 𝑌 = ۱ =

۲
۹
۷
۱۸

=
۴
۷

𝑃 𝑋 = ۱ 𝑌 = ۱ =

۱
۶
۷
۱۸

=
۳
۷

𝑃 𝑋 = ۲ 𝑌 = ۱ =
0

۷
۱۸

= 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



مثال

𝑌با داشتن 𝑋چگالی شرطی  = 𝑦  :𝑃 𝑥 ≤
۱
۲ |𝑦 =

۱
۲

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = ൞

۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 , 0 < 𝑥 < ۱, 0 < 𝑦 < ۱

0, درغیراینصورت 

𝑓𝑋(𝑥) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = න

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑦 =

۲

۳
𝑥 + ۱

𝑓𝑌(𝑦) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 = න

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑥 =

۱

۳
۱ + ۴𝑦



مثال

𝑌با داشتن 𝑋چگالی شرطی  = 𝑦  :𝑃 𝑥 ≤
۱
۲ |𝑦 =

۱
۲

𝑓 𝑥|𝑦 =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑦)
=

۲
۳ 𝑥 + ۲𝑦

۱
۳ ۱ + ۴𝑦

= ൞

۲𝑥 + ۴𝑦

۱ + ۴𝑦
, 0 < 𝑥 < ۱

0, درغیراینصورت 

𝑓 𝑥|𝑦 =
۱
۲

=
۲𝑥 + ۴𝑦

۱ + ۴𝑦
=

۲𝑥 + ۴ ×
۱
۲

۱ + ۴ ×
۱
۲

=
۲𝑥 + ۲

۳

𝑃 𝑥 ≤
۱
۲

|𝑦 =
۱
۲

= න

0

۱
۲

۲𝑥 + ۲
۳

𝑑𝑥 =
۵
۱۲

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = ൞

۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 , 0 < 𝑥 < ۱, 0 < 𝑦 < ۱

0, درغیراینصورت 

𝑓𝑋(𝑥) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = න

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑦 =

۲

۳
𝑥 + ۱

𝑓𝑌(𝑦) = න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 = න

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑥 =

۱

۳
۱ + ۴𝑦



توزیع شرطی چند متغیری

دارای انواع متفاوت

اهمیت استقلال



استقلال-توزیع های توام و حاشیه ای 

𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦)مستقلند اگر Yو Xم ت های  =  𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦)

برای تمامی : گسسته
𝑝𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑝𝑋 𝑥 𝑝𝑌 𝑦

𝑝𝑌|𝑋 𝑦|𝑥 = 𝑝𝑌 𝑦

برای تمام اعداد حقیقی : پیوستهx,y

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌 𝑦

𝑓𝑌|𝑋 𝑦|𝑥 = 𝑓𝑌 𝑦



استقلال-توزیع های توام و حاشیه ای 

:از اعداد حقیقی خواهیم داشتBو Aمستقل باشند، آن گاه هر زیرمجموعهء Yو Xاگر -لم
𝑃 𝑋 ∈ 𝐴, 𝑌 ∈ 𝐵 = 𝑃 𝑋 ∈ 𝐴 𝑃(𝑌 ∈ 𝐵)

یا
𝑃 𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑏 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 𝑃(𝑌 ≤ 𝑏)

همچنین
𝐸 𝑔 𝑋 ℎ 𝑌 = 𝐸 𝑔 𝑋 𝐸 ℎ 𝑌

.مستقل خواهد بودY، از هر تابعی از Xنشان می دهد که هر تابعی از 

-اثبات



توزیع های بیز

چقدر است؟Y، توزیع احتمال xدر مقدار Xبا دانستن احتمال 
 تابع جرم–گسسته

𝑃𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑃𝑋𝑌 𝑥,𝑦

𝑃𝑋 𝑥
=

𝑃𝑋|𝑌 𝑥|𝑦 𝑃𝑌 𝑦

σ𝑦′ 𝑃𝑋|𝑌 𝑥|𝑦′ 𝑃𝑌 𝑦′

تابع چگالی-پیوسته

𝑓𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑓𝑋 𝑥
=

𝑓𝑋|𝑌 𝑥|𝑦 𝑓𝑌 𝑦


−∞

+∞
𝑓𝑋|𝑌 𝑥|𝑦′ 𝑓𝑌 𝑦′ 𝑑𝑦′



قاعدة زنجیری
,𝑋1متغیرهای  … ,𝑋𝑘

𝑃𝑋1,…,𝑋𝑘
𝑥۱ ∩ 𝑥۲ ∩ ⋯ ∩ 𝑥𝑘

= 𝑃𝑋1
𝑥۱ 𝑃𝑋۲|𝑋۱ 𝑥۲ 𝑥۱ … 𝑃𝑋𝑘|𝑋1,…,𝑋𝑘−1

𝑥𝑘|𝑥۱ ∩ 𝑥۲ ∩ ⋯ ∩ 𝑥𝑘−۱



امید ریاضی 

در ارتباط با بازی های شانسی
 صورت معمول آن معادل مبلغی حاصل از بازی بازیکن

گسسته

𝔼 𝑋 = 

𝑥

𝑥𝑃𝑋(𝑥)

پیوسته

𝔼 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥



مثال

تلویزیون معیوب۲تلویزیون شامل ۱۲

دستگاه ۳انتظار دستگاه معیوب با انتخاب 

𝑓 𝑥 =

۲
𝑥

۱۰
۳ − 𝑥
۱۲
۳

,  𝑥 = 0, ۱, ۲

𝐸 𝑋 = 0.
۶

۱۱
+ ۱.

۹
۲۲

+ ۲.
۱
۲۲

𝑥 0 ۱ ۲

𝑓 𝑥 ۶

۱۱

۹

۲۲

۱

۲۲



مثال

𝑓 𝑥 = ൞

۴

𝜋(۱ + 𝑥۲)
, 0 < 𝑥 < ۱

0 سایرجاها

𝐸 𝑋 = න
0

۱
𝑥

۴

𝜋(۱ + 𝑥۲)
=

۴
𝜋

න
0

۱ 𝑥

۱ + 𝑥۲



امید ریاضی 

𝑔: ℝ → ℝ

گسسته

𝔼 𝑔(𝑋) = 

𝑥

𝑔(𝑥)𝑃𝑋(𝑥)

پیوسته

𝔼 𝑔(𝑋) = න
−∞

+∞

𝑔 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

𝑔(𝑋):حالت خاص = 𝑋



مثال

𝑋عدد ریختن تاس

𝑔 𝑋 = ۲𝑋۲ + ۱

𝔼 𝑔(𝑋) = 

𝑥=۱

۶

۲𝑥۲ + ۱ .
۱
۶

= ۲ × ۱۲ + ۱ .
۱
۶

+ ⋯ + ۲ × ۶۲ + ۱ .
۱
۶

=
۹۴
۳



ویژگی ها–امید ریاضی 

𝑎 ∈ ℝ
𝔼 𝑎 = 𝑎

𝔼 𝑎𝑋 + 𝑏 = 𝑎𝔼[𝑋] + 𝑏

𝔼 𝑎𝑓(𝑋) = 𝑎𝔼 𝑓(𝑋)

خطی بودن
𝔼 𝑓 𝑋 + 𝑔(𝑋) = 𝔼 𝑓 𝑋 + 𝔼 𝑔(𝑋)

𝔼 𝑎۱𝑋۱ + 𝑎۲𝑋۲ + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 = 𝑎۱𝔼 𝑋۱ + 𝑎۲𝔼 𝑋۲ + ⋯ + 𝑎𝑛𝔼 𝑋𝑛

Xمتغیر تصادفی گسستة 

𝔼 1{𝑋 = 𝑘} = 𝑃(𝑋 = 𝑘)



-مثال

احتمال جمع امید ریاضی حاصل از ریختن سه تاس
𝑋 = 𝑋۱ + 𝑋۲ + 𝑋۳

𝐸 𝑋 = 𝐸 𝑋۱ + 𝐸 𝑋۲ + 𝐸 𝑋۳ = ۳
۷
۲

=
۲۱
۲



-مثال

pو nامید ریاضی م ت دوجمله ای با پارامترهای 

𝑋 = 𝑋۱ + 𝑋۲ + ⋯ + 𝑋𝑛

𝑋𝑖 = ൜
۱
0

0ام در غیر این صورت برابر -iدر صورت پیروزی آزمایش  ۱متغیر تصادفی برابر 
𝑋𝑖م ت برنولی

 پسE 𝑋𝑖 = ۱𝑝 + 0 ۱ − 𝑝 = 𝑝

𝐸 𝑋 = 𝐸 𝑋۱ + 𝐸 𝑋۲ + ⋯ + 𝐸 𝑋𝑛 = 𝑛𝑝



وردائی یا واریانس

سنجش پراکندگی

حول میانگینXچگونگی تمرکز م ت 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 (𝑋 − 𝐸 𝑋 )۲

= 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲



ویژگی ها–وردائی یا واریانس 

𝑉𝑎𝑟 𝑎 = 0

𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑓(𝑋) = 𝑎۲𝑉𝑎𝑟[𝑓(𝑋)]



مثال–وردائی یا واریانس 

با چ ت اXمیانگین و وردائی متغیر تصادفی یکنواخت 

𝑓𝑋 𝑥 = ቊ
1, ∀𝑥 ∈ [0,1]
0, ∀𝑥 ∉ [0,1]

𝐸 𝑋 = න

−∞

+∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = න

0

1

𝑥𝑑𝑥 =
1

2

𝐸 𝑋2 = න

−∞

+∞

𝑥2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = න

0

1

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 =
1

3
−

1

4
=

1

12



مثال

𝑔(𝑥)فرض کنید  = 𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 به ازایA ⊆ Ω و𝐸 𝑔(𝑋)؟

حالت گسسته

𝐸 𝑔(𝑋) = 

𝑥∈𝑋

𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 𝑃𝑋 𝑥 = 

𝑥∈𝐴

𝑃𝑋 𝑥 = 𝑃𝑋 𝑥 ∈ 𝐴

حالت پیوسته

𝐸 𝑔(𝑋) = න

−∞

+∞

𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = න

𝑥∈𝐴

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃𝑋 𝑥 ∈ 𝐴



چند توزیع پراستفاده

بررسی میانگین و وردائی

توزیع های احتمال گسسته

چگالی های احتمال پیوسته



توزیع یکنواخت

برامد تمام خروجی ها دارای احتمال برابر

𝑓 𝑥 =
1

𝑘
, 𝑥 = 𝑥۱, … , 𝑥𝑘



توزیع برنولی

1و 𝑝آزمایش دارای دو برآمد پیروزی و شکست، و احتمال متناظر  − 𝑝( یا𝜃 ۱و − 𝜃)

𝑋 ~ برنولی(𝑝)

0 ≤ 𝑝 ≤ 1

1=شیر

0=خط

𝑓 𝑥; 𝑝 = 𝑝𝑥(۱ − 𝑝)۱−𝑥 , 𝑥 = 0, ۱



توزیع برنولی

𝑋 ~ برنولی(𝑝)

0 ≤ 𝑝 ≤ 1

1=شیر

0=خط
𝐸 𝑋 = 𝑝

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝑝(۱ − 𝑝)



توزیع هندسی

xآزمایش
با دو حالت شکست و پیروزی در هر آزمایش
 احتمال پیروزیp احتمال شکستq

𝑝 + 𝑞 = ۱

𝑥شکست )اُم -xاحتمال پیروزی در آزمایش  − (مرحلة قبلی۱
توزیعی گسسته

g 𝑥; 𝑝 = (۱ − 𝑝)𝑥−۱𝑝

میانگین

𝜇 =
۱
𝑝

𝑥احتمال پیروزی در آزمایش  + (مرحلة قبلی𝑥شکست )اُم -۱
توزیعی گسسته

g 𝑥; 𝑝 = (۱ − 𝑝)𝑥𝑝
میانگین

𝜇 =
۱ − 𝑝

𝑝



توزیع دوجمله ای

امتحان های تکراری

𝑝احتمال تمام پیروزی ها برابر با 

مستقل از دیگر آزمایش ها( آزمایش)هر پرتاب 

𝑋~دوجمله ای(𝑥; 𝑛, 𝑝)

0 ≤ 𝑝 ≤ ۱

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝑝 =
𝑛
𝑥

𝑝𝑥(۱ − 𝑝)𝑛−𝑥 ,  𝑥 = 0, ۱, … , 𝑛



مثال

۰.۸نفر با احتمال بهبود ۱۰نفر از ۷بهبود 

𝑏 ۷; ۱۰, ۰. ۸ =
۱۰

۷
۰. ۸۷(۱ − ۰. ۸)۳≈ 0. ۲



ویژگی ها

احتمال تجمیعی

𝐵 𝑥; 𝑛, 𝑝 = σ𝑘=0
𝑥 𝑏 𝑥; 𝑛, 𝑝

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝑝 = 𝑏 𝑛 − 𝑥; 𝑛, 1 − 𝑝

𝜇 = 𝑛𝑝

𝜎۲ = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)



توزیع فوق هندسی

نمونه گیری بدون جایگذاری
وابستگی آزمایش ها به یکدیگر

 فضای نمونه شامل𝑁عضو

𝑀 پیروزی و𝑁 − 𝑀شکست

 انتخاب𝑛عضو بدون جایگذاری

 احتمال𝑥 پیروزی از𝑛انتخاب

𝑋~ هندسیفوق  𝑥; 𝑛, 𝑁, 𝑀

ℎ 𝑥; 𝑛, 𝑁, 𝑀 =

𝑀
𝑥

𝑁 − 𝑀
𝑛 − 𝑥

𝑁
𝑛

,  𝑥 = 0, ۱, ۲, ۳, … ; 𝑥 ≤ 𝑀; 𝑛 − 𝑥 ≤ 𝑁 − 𝑀



ویژگی ها

𝑝 =
𝑀

𝑁
⟹ 𝜇 =

𝑛𝑀

𝑁
= 𝑛𝑝

𝑝 =
𝑀

𝑁
⟹ 𝜎۲ =

𝑛𝑀 𝑁−𝑀 𝑁−𝑛

𝑁۲ 𝑁−1
=

𝑛𝑀 𝑁−𝑀 𝑁−𝑛

𝑁۲ 𝑁−1
= n

M

N

N ۱−
𝑀

𝑁

𝑁

N ۱−
𝑛

𝑁

𝑁  ۱−
۱
𝑁

= 𝑛𝑝 ۱ − 𝑝

𝑛بزرگ و Nبا شرط  ≪ 𝑁
عدم تفاوت بین نمونه گیری با جاگذاری و بدون جای گذاری

 امکان استفاده از تقریب احتمال فوق هندسیℎ 𝑥; 𝑛,𝑁,𝑀 با معادله توزیع دوجمله ای𝑏 𝑥; 𝑛,
𝑀

𝑁

حکم برقرار است



توزیع پواسن

𝑏سختی محاسبة احتمال دوجمله ای 𝑥; 𝑛,𝜃 با بزرگ بودنn

𝑋~پواسن(𝑥; 𝜆)

λ>0 میانگین

.دتوزیع احتمال حول عدد صحیح نامنفی که برای مدل سازی فراوانی یا بسامد پیشامدهای نادر استفاده دار

𝑝 𝑥; 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0, ۱, ۲, … 



توزیع چندجمله ای

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘; 𝑛, 𝑝۱, 𝑝۲, … , 𝑝𝑘 =
𝑛

𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘
𝑝۱

𝑥۱𝑝۲
𝑥۲ … 𝑝𝑘

𝑥𝑘  

𝑥۱ + 𝑥۲ + ⋯ + 𝑥𝑘 = 𝑛
𝑝۱ + 𝑝۲ + ⋯ + 𝑝𝑘 = 1



توزیع فوق هندسی چندمتغیره

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘; 𝑛, 𝑀۱, 𝑀۲, … , 𝑀𝑘 =

𝑀۱ 
𝑥۱

𝑀۲
𝑥۲ …

𝑀𝑘
𝑥𝑘

𝑁 
𝑛

𝑥𝑖 = 0, ۱, ۲, … , 𝑛
𝑥𝑖 ≤ 𝑀𝑖

𝑥۱ + 𝑥۲ + ⋯ + 𝑥𝑘 = 𝑛
𝑀۱ + 𝑀۲ + ⋯ + 𝑀𝑘 = 𝑁



توزیع های پیوسته



توزیع یکنواخت

𝑋~یکنواخت(𝑎, 𝑏)

𝑎 < 𝑏

bو aچگالی احتمال یکسان برای هر نقطه بین 

𝑢 𝑥; 𝑎, 𝑏 = ቐ

۱
𝑏 − 𝑎

, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

سایرجاها0



چگالی احتمال نمائی

زمان انتظار جهت وقوع پیشامد بعدی با میانگین 
۱
𝜆

𝜃 > 0

چگالی احتمال کاهشی روی مقادیر حقیقی نامنفی

𝑒 𝑥; 𝜃 = ቐ

۱
𝜃

𝑒
−

𝑥
𝜃 , 𝑥 > 0

سایرجاها0

یا

𝑒 𝑥; 𝜆 = ൝
𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 > 0

سایرجاها0

𝐹 𝑥; 𝜆 = ൝
۱ − 𝑒−𝜆𝑥 , > 0

سایرجاها0



چگالی احتمال نمائی

مثال ها
زمان تلفن نفر بعدی
زمان بین چاپ دو مقاله
فاصلة زمانی بین دو ارباب رجوع به اداره پست
فاصله زمانی دو تصادفی در دوربرگردان بعد میدان کوهنورد جاده گاوازنگ
دو زمین لرزه در ایران
زمان بین دو بارندگی

𝐸 𝑋 =
1

𝜆

V𝑎𝑟[𝑋] =
۱

𝜆۲



چگالی احتمال نمائی

بازه احتمال تصادفی بعدی در. به طور متوسط هر سه ساعت یکبار تصادفی در جاده گاوازنگ رخ می دهد-مثال 
سه و هفت ساعت چقدر است؟

𝐸 𝑋 =
1

𝜆
= ۳

𝑃 3 < 𝑋 < 7 = 𝐹 ۷ − 𝐹 ۳ = 1 − 𝑒−
7

3 − 1 − 𝑒−1 ≈ 0.27



چگالی احتمال نمائی

خاصیت بی حافظگی

توزیع نمایی و توزیع هندسی
هر دو بی حافظه

 اگرX م ت نمایی آن گاه جز صحیحXدارای توزیع هندسی



چگالی احتمال گاما

λ/۱امین وقوع پیشامد با میانگین -nزمان انتظار تا

𝑔 𝑥; 𝑛, 𝜆 = ൞
𝜆(𝜆𝑥)𝑛−۱𝑒−𝜆𝑥

𝑛 − ۱ ! 
, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0



چگالی احتمال گاما

αتعمیم به 

𝑔 𝑥; 𝛼, 𝜃 = ቐ

۱
𝜃𝛼Γ(𝛼)

𝑥𝛼−۱𝑒
−

𝑥
𝜃 , 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

یا 

𝑔 𝑥; 𝛼, 𝜆 = ൞
𝜆(𝜆𝑥)𝛼−۱𝑒−𝜆𝑥

Γ(𝛼)
, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

Γ 𝛼 = න

0

∞

𝑒−𝑥𝑥𝛼−۱𝑑𝑥

Γ 𝑛 = n − ۱ !



چگالی احتمال گاما

قت احتمال انتشار دو ذره حداقل دو ثانیه و. فرض در هر ثانیه ماده رادیواکتیوی چهار ذره منتشر می کند-مثال
.  لازم داشته باشد را محاسبه کنید

𝜆 = ۴

𝑛 = ۲

x۲,۴توزیع گاما . زمان تا انتشار دومین ذره

𝑃 𝑋 ≥ ۲ = න

۲

∞
4𝑒−4𝑥 4𝑥 2−1

2 − 1 !
𝑑𝑥 = න

۲

∞

16𝑒−4𝑥𝑑𝑥 ≈= 0.003



چگالی احتمال بتا

𝑔 𝑥; 𝛼, 𝛽 = ൞

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−۱, 0 < 𝑥 < 1

سایرجاها0

𝛼, 𝛽 > 0

مناسب برای م ت با تلاطم بین دو کران پایین و بالا

مثال
نسبت افراد جامعه گوش دهنده به علیرضا قربانی و یا غلامحسین بنان در فاصله زمانی معین
 در صد سطح مزارع زیر کشت گندم



چگالی احتمال بتا

از Xدر نقطه ای تصادفی ضربه ای به آن وارد می شود و موجب شکستن آن در فاصلة . داریمlمیله ای به طول -مثال
𝛼داری توزیع بتا باشد و X/lاگر . مبدا میله می شود = 𝛽 = 𝑃(𝑙/5احتمال 3 < 𝑋 < 𝑙/4)؟

𝑃
𝑙

5
< 𝑋 <

𝑙

4
= 𝑃

1

5
<

𝑋

𝑙
<

1

4
= න

1
5

1
4

Γ(6)

Γ(3)Γ(3)
𝑥3−1(1 − 𝑥)3−۱𝑑𝑥

= ۳۰ න

1
5

1
4

𝑥۲(1 − 𝑥)2𝑑𝑥 = 0.046



(گاوسی یا زنگوله ای)چگالی احتمال نرمال 

𝑛 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

𝜎 ۲𝜋
𝑒

−
1
۲(

𝑥−𝜇
𝜎

 )۲
, −∞ < 𝑥 < +∞, 𝜎 > 0

توزیع نرمال استانده
𝜇 = 0,𝜎 = ۱

اساس نظریة آمار



وع
فرایندن

ب
رائ

ض

گیت م گتابع تجمیعچگالی یا جرم
یان

م
ین

دائ
ور

ی
لگ

چو

ته
سس

گ

𝜃𝑓برنولی 𝑥; 𝜃 = 𝜃𝑥(۱ − 𝜃)۱−𝑥, 𝑥 = 0, ۱𝐹(𝑥;  𝜃) = ቐ
0,  𝑥 < 0
۱ − 𝜃, 0 ≤ 𝑥 ≤ ۱
۱,  𝑥 ≥ ۱

۱ − 𝜃 + 𝜃𝑒𝑡𝜃𝜃(1 − 𝜃)
۱ − ۲𝜃

𝜃 ۱ − 𝜃

𝜃𝑓هندسی 𝑥; 𝜃 = (۱ − 𝜃)𝑥−۱𝜃𝐹(𝑥;  𝜃) = ۱ − (۱ − 𝜃)𝑥𝜃𝑒𝑡

۱ − ۱ − 𝜃 𝑒𝑡

۱

𝜃

۱ − 𝜃

𝜃۲

۲ − 𝜃

۱ − 𝜃

,𝑛دوجمله ای 𝜃𝑓 𝑥; 𝑛, 𝜃 =
𝑛
𝑥

𝜃𝑥(۱ − 𝜃)𝑛−𝑥𝐹(𝑥; 𝑛, 𝜃) = 

𝑖=0

𝑥
𝑛
𝑖

𝜃𝑖(۱ − 𝜃)𝑛−𝑖 𝜃𝑒𝑡 + ۱ − 𝜃 𝑛𝑛𝜃𝑛𝜃 ۱ − 𝜃
۱ − ۲𝜃

𝑛𝜃 ۱ − 𝜃

,𝑛فوق هندسی 𝑁, 𝑀𝑓 𝑥; 𝑛, 𝑁, 𝑀 =

𝑀
𝑥

𝑁 − 𝑀
𝑛 − 𝑥

𝑁
𝑛

𝐹 𝑥; 𝑛, 𝑁, 𝑀 = 

𝑖=0

𝑥 𝑀
𝑖

𝑁 − 𝑀
𝑛 − 𝑖

𝑁
𝑛

𝑛
𝑀

𝑁
𝑛

𝑀

𝑁

𝑁 − 𝑀

𝑁

𝑁 − 𝑛

𝑁 − ۱

,𝜆𝑓(𝑥پواسن 𝜆) =
𝜆𝑥𝑒−𝜆

𝑥!
𝐹(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝜆 

𝑖=0

𝑥
𝜆𝑖

𝑖!
𝑒𝜆(𝑒𝑡−۱)𝜆𝜆

۱

𝜆

ته
وس

پی

,𝜆𝑓(𝑥نمائی 𝜆) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝐹 𝑥, 𝜆 = ۱ − 𝑒−𝜆𝑥𝜆

𝜆 − 𝑡

۱
𝜆

۱

𝜆۲۲

,𝛼گاما 𝜆𝑓 𝑥; 𝛼, 𝜆 = ൞
𝜆(𝜆𝑥)𝛼−۱𝑒−𝜆𝑥

Γ(𝛼)
, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

𝜆

𝜆 − 𝑡

𝛼
𝛼

𝜆

𝛼

𝜆۲

۲

𝛼

,𝛼بتا 𝛽
𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 = ൞

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−۱, 0 < 𝑥 < 1

سایرجاها0

𝛼

𝛼 + 𝛽

𝛼𝛽

𝛼 + 𝛽 ۲ 𝛼 + 𝛽 + ۱

,𝜇گاوس 𝜎۲𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

𝜎 ۲𝜋
𝑒

−
1

۲
(
𝑥−𝜇

𝜎
 )۲

𝑒
𝜎۲𝑡۲

۲
+𝜇𝑡𝜇𝜎۲0

توزیع ها



امید ریاضی 

گسسته

𝔼 𝑋𝑌 = 

𝑥

𝑋𝑌𝑃𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

پیوسته

𝔼 𝑋𝑌 = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑋𝑌𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]؟



امید ریاضی 

𝑔: ℝ۲ → ℝ

گسسته

𝔼 𝑔(𝑋, 𝑌) = 

𝑥



𝑦

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑃𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

پیوسته

𝔼 𝑔(𝑋, 𝑌) = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس –توزیع های توام و حاشیه ای 

استفاده از امید ریاضی جهت مطالعه روابط بین دو م ت

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 𝑌 − 𝐸 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

𝐶𝑜𝑣[𝑋,𝑌] = ؟0



امید ریاضی و کوواریانس–و حاشیه ای توزیع های توأم 

ویژگی ها

𝐸 𝑓 𝑋, 𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝐸 𝑓(𝑋, 𝑌) + 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌

𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏𝐸 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌]

مستقل باشند، آن گاه Yو Xاگر 

𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

𝐸 𝑓 𝑋 𝑔(𝑌) = 𝐸 𝑓(𝑋) 𝐸[𝑔(𝑌)]

𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌] = 0



مثال-توزیع های حاشیه ای

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

Yو توزیع احتمال  Xتوزیع احتمال 

𝜇𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 = 0 × 0 ×
۱
۶ + 0 × ۱ ×

۲
۹ + 0 × ۲ ×

۱
۳۶ + ۱ × 0 ×

۱
۳ + ۱ × ۱ ×

۱
۶ + ۲ × 0 ×

۱
۱۲ =

۱
۶

𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 = 0 ×
۵
۱۲ + ۱ ×

۱
۲ + ۲ ×

۱
۱۲ =

۲
۳

𝜇𝑌 = 𝐸 𝑌 = 0 ×
۷
۱۲ + ۱ ×

۷
۱۸ + ۲ ×

۱
۳۶ =

۴
۹

𝜎𝑋𝑌 =
۱
۶ −

۲
۳ ×

۴
۹ = −

۷
۵۴ ?

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



𝑌و 𝑋تابع چگالی توأم 

𝑓 𝑥, 𝑦 =
۱
𝑦

𝑒
− 𝑦+

𝑥
𝑦 , 0 < 𝑥, 𝑦 < ∞

تابع چگالی است؟ -الف

න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

0

∞

න

0

∞
۱
𝑦

𝑒
− 𝑦+

𝑥
𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥

= න

0

∞

𝑒−𝑦 න

0

∞
۱
𝑦

𝑒
−

𝑥
𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

∞

𝑒−𝑦𝑑𝑦 = ۱



𝑌و 𝑋تابع چگالی توأم 

𝑓 𝑥, 𝑦 =
۱
𝑦

𝑒
− 𝑦+

𝑥
𝑦 , 0 < 𝑥, 𝑦 < ∞

هم وردائی؟-ب

𝑓𝑌 𝑦 = 𝑒−𝑦 න

0

∞
۱
𝑦

𝑒
−

𝑥
𝑦𝑑𝑥 = 𝑒−𝑦 ⟹ 𝐸 𝑌 = න

0

∞

𝑦𝑒−𝑦𝑑𝑦 = ۱

𝐸 𝑋 = න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

0

∞

𝑒−𝑦 න

0

∞
𝑥

𝑦
𝑒

−
𝑥
𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

∞

𝑦𝑒−𝑦𝑑𝑦 = ۱

𝐸 𝑋𝑌 = න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

0

∞

𝑦𝑒−𝑦 න

0

∞
𝑥

𝑦
𝑒

−
𝑥
𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

∞

𝑦۲𝑒−𝑦𝑑𝑦 = ۲

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌 = ۱



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

ویژگی ها

𝐶𝑜𝑣 𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑 = 𝑎𝑐𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑋

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + 𝑍 = 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑋 + 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 ⟹ 𝐶𝑜𝑣 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 , 

𝑗=۱

𝑚

𝑌𝑗 = 

𝑖=۱

𝑛



𝑗=۱

𝑚

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑌𝑗)

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑎 = 0



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 , 

𝑗=۱

𝑛

𝑋𝑗 = 

𝑖=۱

𝑛



𝑗=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 , 

𝑗=۱

𝑛

𝑋𝑗 = 

𝑖=۱

𝑛



𝑗=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

= 

𝑖=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑖) + 

𝑖=۱

𝑛



𝑗≠𝑖

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 , 

𝑗=۱

𝑛

𝑋𝑗 = 

𝑖=۱

𝑛



𝑗=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

= 

𝑖=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑖) + 

𝑖=۱

𝑛



𝑗≠𝑖

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 

𝑖=۱

𝑛

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) + ۲ 

𝑖=۱

𝑛



𝑗<𝑖

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)



(هم وردائی)امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توأم و حاشیه ای 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 , 

𝑗=۱

𝑛

𝑋𝑗 = 

𝑖=۱

𝑛



𝑗=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

= 

𝑖=۱

𝑛

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑖) + 

𝑖=۱

𝑛



𝑗≠𝑖

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 

𝑖=۱

𝑛

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) + ۲ 

𝑖=۱

𝑛



𝑗<𝑖

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

ها از یکدیگر -𝑋𝑖در صورت استقلال 

𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 = 

𝑖=۱

𝑛

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖)



امید ریاضی و کوواریانس–و حاشیه ای توزیع های توأم 

ویژگی ها

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌

استقلال دو متغیر

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎۲𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑏۲𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝑎𝑏𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)



مثال

Zو Yو Xسه متغیر تصادفی 

𝜇𝑋 = ۲, 𝜇𝑌 = −۳, 𝜇𝑍 = ۴

𝜎𝑋
۲ = ۱, 𝜎𝑌

۲ = ۵, 𝜎𝑍
۲ = ۲

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = −۲, 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 = −۱, 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑍 = ۱

𝑊میانگین و وردائی  = 3𝑋 − 𝑌 + 2𝑍

𝐸 𝑊 = 𝐸 ۳𝑋 − 𝑌 + ۲𝑍 = ۳𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑌 + ۲𝐸 𝑍 = ۳ × ۲ − −۳ + ۲ × ۴ = ۱۷

𝑉𝑎𝑟 𝑊 = ۹𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۴𝑉𝑎𝑟 𝑍 − ۶𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + ۱۲𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 − ۴𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑍

= ۹ × ۱ + ۵ + ۴ × ۲ − ۶ × −۲ + ۱۲ −۱ − ۴ × ۱ = ۱۸



توابع مولد گشتاور

𝜙تابع مولد گشتاور  𝑡 م ت𝑋
𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋

=



𝑥

𝑒𝑡𝑥𝑝 𝑥 , گسسته 𝑋

න

−∞

∞

𝑒𝑡𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥, 𝑋پیوسته

دلیل نام
 بدست آوردن تمامی گشتاورهایX با مشتق گیری متوالی از𝜙 𝑡



توابع مولد گشتاور

𝜙تابع مولد گشتاور  𝑡 م ت𝑋
𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋

𝜙′(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝐸

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝑡𝑋) = 𝐸 𝑋𝑒𝑡𝑋 ⟹ 𝜙′ 𝑡 = 𝐸 𝑋𝑒𝑡𝑋

𝜙′(0) = 𝐸 𝑋

به طریق مشابه

𝜙′′(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝜙′(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝐸 𝑋𝑒𝑡𝑋 ) = 𝐸

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑒𝑡𝑋 = 𝐸 𝑋۲𝑒𝑡𝑋

⟹ 𝜙′′(0) = 𝐸 𝑋۲

به طریق اولی، قضیه
𝜙𝑛 0 = 𝐸 𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱



توابع مولد گشتاور

قضیه
𝜙𝑛 0 = 𝐸 𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱

نتیجه

𝜙 𝑡 = 

𝑖=0

∞
𝐸 𝑋𝑖

𝑖!
𝑡𝑖 = 

𝑖=0

∞
Φ 𝑖 0

𝑖!
𝑡𝑖



مثال

. را بدست آوریدpگشتاور توزیع برنولی با پارامتر 

𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑥 = 1 − 𝑝 𝑒𝑡×0 + 𝑝𝑒𝑡×1 = 1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡

پس
𝜙′ 𝑡 = 𝑝𝑒𝑡

𝜙′ 0 = 𝐸 𝑋 = 𝑝

𝜙 𝑛 0 = 𝐸 𝑋𝑛 = 𝑝



توزیع دوجمله ای -مثال

pو nتوزیع دوجمله ای با پارامترهای 

𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 

𝑖=0

𝑛

𝑒𝑡𝑖
𝑛

𝑖
𝑝𝑖 ۱ − 𝑝 𝑛−𝑖  

= 

𝑖=0

𝑛
𝑛

𝑖
𝑝𝑒𝑡 𝑖 ۱ − 𝑝 𝑛−𝑖  

𝜙 𝑡 = 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛

پس

𝜙′ 𝑡 = 𝑛 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛−۱𝑝𝑒𝑡

𝜙′ 0 = 𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝



مثال

pو nتوزیع دوجمله ای با پارامترهای 

𝜙 𝑡 = 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛

پس

𝜙′ 𝑡 = 𝑛 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛−۱𝑝𝑒𝑡

𝜙′ 0 = 𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝

𝜙′′ 0 = 𝑛 𝑛 − ۱ 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛−۲ 𝑝𝑒𝑡 ۲ + 𝑛 𝑝𝑒𝑡 + ۱ − 𝑝 𝑛−۱𝑝𝑒𝑡

𝜙′′ 0 = 𝐸 𝑋۲ = 𝑛 𝑛 − ۱ 𝑝۲ + 𝑛𝑝



توزیع پواسن -مثال

𝜆توزیع پواسن با میانگین 

𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 

𝑖=0

∞
𝑒𝑡𝑖𝑒−𝜆𝜆𝑖

𝑖!
 = 𝑒−𝜆 

𝑖=0

∞
𝜆𝑒𝑡 𝑖

𝑖!
 = 𝑒−𝜆𝑒𝜆𝑒𝑡

= 𝑒𝜆(𝑒𝑡−۱)

𝜙 𝑡 = 𝑒𝜆(𝑒𝑡−۱)

پس

𝜙′(𝑡) = 𝜆𝑒𝑡𝑒𝜆 𝑒𝑡−۱

𝜙′′ 𝑡 = 𝜆𝑒𝑡 ۲𝑒𝜆 𝑒𝑡−۱ + 𝜆𝑒𝑡𝑒𝜆 𝑒𝑡−۱

در نتیجه 
𝐸 𝑋 = 𝜙′(0) = 𝜆

𝐸 𝑋۲ = 𝜙′′ 0 = 𝜆۲ + 𝜆

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲ = 𝜆



توزیع نمایی -مثال

𝜆توزیع نمایی با پارامتر 

𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 =
𝜆

𝜆 − 𝑡
, 𝑡 < 𝜆

پس

𝜙′(𝑡) =
𝜆

𝜆 − 𝑡 ۲

𝜙′′ 𝑡 =
۲𝜆

𝜆 − 𝑡 ۳

در نتیجه 

𝐸 𝑋 = 𝜙′ 0 =
۱
𝜆

𝐸 𝑋۲ = 𝜙′′ 0 =
۲

𝜆۲

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲ =
۱

𝜆۲



توزیع نرمال -مثال

𝜎۲و 𝜇توزیع نرمال با پارامترهای  

𝜙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝑒
𝜎۲𝑡۲

۲ +𝜇𝑡

پس

𝜙′(𝑡) = 𝜇 + 𝑡𝜎۲ 𝑒
𝜎۲𝑡۲

۲ +𝜇𝑡

𝜙′′ 𝑡 = 𝜇 + 𝑡𝜎۲ ۲
𝑒

𝜎۲𝑡۲
۲ +𝜇𝑡

+ 𝜎۲𝑒
𝜎۲𝑡۲

۲ +𝜇𝑡

در نتیجه 
𝐸 𝑋 = 𝜙′ 0 = 𝜇

𝐸 𝑋۲ = 𝜙′′ 0 = 𝜇۲ + 𝜎۲

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲ = 𝜎۲



ویژگی ها

𝜙𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝐸 cos 𝑡𝑋 + 𝑖𝐸 sin 𝑡𝑋

قضیه
𝜙𝑋۱+𝑋۲ 𝑡 = 𝜙𝑋۱ 𝑡 𝜙𝑋۲ 𝑡

تعمیم قضیة اخیر؟

𝜙σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖

𝑡 = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝜙𝑋𝑖
𝑡

قضیه
∀𝑡: 𝜙𝑋۱ 𝑡 = 𝜙𝑋۲ 𝑡 ⟹ ∀𝑥: 𝐹𝑋۱ 𝑥 = 𝐹𝑋۲ 𝑥

عکس قضیه چطور؟



کران های احتمالی  

گاهی اوقات عدم اطلاع کافی جهت محاسبه احتمال یا امید ریاضی

گاهی اوقات پیچیدگی حل مسئله

گاهی اوقات کفایت گزارش نتیجه ای عمومی و گسترش پذیر به طیف وسیعی از مسائل
استفاده از کران های احتمالی به جای محاسبة دقیق احتمال و یا کمیت های لازم .



کران اجتماع و تعمیم آن

کران اجتماع یا نامساوی بول

,𝐴۱,𝐴۲به ازای پیشامدهای  … ,𝐴𝑛



کران اجتماع و تعمیم آن

گراف های تصادفی-مثال
مناسب در تحلیل شبکه های احتماعی، شبکه های بی سیم، اینترنت

از مدل های ساده گراف های تصادفیG(n,p)رنیی -مدل اردوش
n  راس
 هر دو راس متصل با احتمالp

استقلال وجود هر یال از دیگر یال های گراف

 نمونهG(5,1/2)

احتمال وجود راس ایزوله-سوال



کران اجتماع و تعمیم آن

راسnفرض شبکه دارای 

ام-iبه معنای پیشامد ایزوله بودن راس 𝐴𝑖فرض 

پس احتمال ایزوله بودن حداقل یک راس برابر با

پس با استفاده از کران اجتماع داریم 

𝑃(𝐴𝑖): داریمjو iبه ازای هر  = 𝑃(𝐴𝑗)در نتیجه ،



کران اجتماع و تعمیم آن

𝑃: داریم𝑗و 𝑖به ازای هر  𝐴𝑖 = 𝑃 𝐴𝑗 در نتیجه ،𝑃 𝐵𝑛 ≤ 𝑛𝑃 𝐴۱

𝑛با هیچ از ۱معادل با وصل نبود راس 𝐴1پیشامد  − راس دیگر۱
 استقلال اتصالات از یکدیگر پس



کران اجتماع و تعمیم آن

,𝐴۱,𝐴۲به ازای پیشامدهای  … ,𝐴𝑛

اثبات کنید-تمرین
𝑃 𝐵𝑛 ≥ 𝑛 ۱ − 𝑝 𝑛−۱ −

𝑛
۲ ۱ − 𝑝 ۲𝑛−۳



نامساوی مارکوف

𝑎متغیر تصادفی باشد که صرفا مقادیر نامنفی را می پذیرد، آن گاه به ازای هر Xاگر  > 0

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
𝐸 𝑋

𝑎



نامساوی مارکوف

a>0متغیر تصادفی باشد که صرفا مقادیر نامنفی را می پذیرد، آن گاه به ازای هر Xاگر 

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
𝐸 𝑋

𝑎

اثبات

𝐸 𝑋 = න
0

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
0

𝑎

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝑎

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ න
𝑎

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ න
𝑎

∞

𝑎𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑎 න
𝑎

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑃{𝑋 ≥ 𝑎}



نامساوی مارکوف

𝑃کران بالای . باشد(n,p)متغیر تصادفی دوجمله ایXاگر  𝑋 ≥ 𝛼n ؟ فرضp<𝛼<1

𝑃 =
1

2
,𝛼 =

3

4

𝑃 𝑋 ≥ 𝛼𝑛 ≤
𝐸 𝑋

𝛼𝑛
=

𝑛𝑝

𝛼𝑛
=

𝑝

𝛼𝑛

𝑃 𝑋 ≥
3𝑛

4
≤

2

3



نامساوی چبیشف

داریمkباشند، آن گاه برای هر مقدار مثبت Xانحراف معیار متغیر تصادفی 𝜎میانگین و 𝜇اگر 

𝑃 𝑥 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ 1 −
1

𝑘۲

یا

𝑃 𝑥 − 𝜇 < 𝑘 ≥ 1 −
𝜎۲

𝑘۲



اثبات

𝜎۲ = 𝐸 (𝑋 − 𝜇)۲

𝜎۲ = න
−∞

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝜎۲ = න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇−𝑘𝜎

𝜇+𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑥انتگرل  − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 پس⇐نامنفی

𝜎۲ ≥  න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

xچون  ≤ 𝜇 − 𝑘𝜎 یاx ≥ 𝜇 + 𝑘𝜎 پس𝑥 − 𝜇 ۲ ≥ 𝑘۲𝜎۲.در نتیجه

𝜎۲ ≥  න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥



اثبات

𝜎۲ ≥  න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝜎۲با شرط  ≠ 0
۱

𝑘۲ ≥  න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

پس

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘𝜎 ≤
۱

𝑘۲

و یا 

𝑃 𝑋 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ ۱ −
۱

𝑘۲



چبیشف

𝑃 𝑋 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ ۱ −
۱

𝑘۲
من باب مثال

 احتمال قرار گرفتنX ۲در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۲۲ =
۳
۴

 احتمال قرار گرفتنX ۳در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۳۲ =
۸
۹

 احتمال قرار گرفتنX ۵در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۵۲ =
۲۴
۲۵

𝜎کنترل کنندة پراکندگی توزیع متغیر تصادفی



نامساوی چبیشف

𝑃کران بالای . باشد(n,p)متغیر تصادفی  برنولی Xاگر  𝑋 ≥ 𝛼n ؟ فرضp<𝛼<1

𝑃 =
1

2
,𝛼 =

3

4

𝑃 𝑋 ≥ 𝛼𝑛 = 𝑃 𝑋 − 𝑛𝑝 ≥ 𝛼𝑛 − 𝑛𝑝 ≤ 𝑃 𝑋 − 𝑛𝑝 ≥ 𝛼𝑛 − 𝑛𝑝 ≤
𝜎۲

𝛼𝑛 − 𝑛𝑝 ۲

=
𝑝 1 − 𝑝

𝑛 𝛼 − 𝑝 ۲

𝑃 𝑋 ≥
3𝑛

4
≤

4

𝑛



مثال

𝑓 𝑥 = ൝
۶۳۰𝑥۴(۱ − 𝑥)۴,  0 < 𝑥 < ۱

0 سایرجاها

از میانگین و مقایسه با کران پائینی حاصل از قضیة چبیشف۲𝜎در فاصلة Xاحتمال قرار گرفتن 

𝜇 =
۱
𝜎۲میانگین و۲ =

۱
𝜎انحراف⟸۴۴ =

۱
۴۴ = ۰.۱۵

۰.۸و ۰.۲احتمال بودن در فاصلة مدنظر در بازة 

𝑃(.۲ < 𝑋 < 0.۸) = ۰.۲
۰.۸

۶۳۰𝑥۴(۱ − 𝑥)۴𝑑𝑥 = ۰.۹۶

۰.۷۵نتیجه حاصل از قضیة چبیشف 



کران چرنف

𝑎و مقدار حقیقی Xمتغیر تصادفی  ∈ R

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 = 𝑃 𝑒𝑡𝑋 ≥ 𝑒𝑡𝑎 , ∀𝑡 > 0 

𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 = 𝑃 𝑒𝑡𝑋 ≥ 𝑒𝑡𝑎 , ∀𝑡 < 0 

طبق نامساوی مارکوفی

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 = 𝑃 𝑒𝑡𝑋 ≥ 𝑒𝑡𝑎 ≤
𝐸 𝑒𝑡𝑋

𝑒𝑠𝑎

کران چرنف
𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤ 𝑒−𝑡𝑎ΦX 𝑡 , ∀𝑡 > 0 
𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 ≤ 𝑒−𝑡𝑎ΦX 𝑡 , ∀𝑡 < 0 



کران چرنف

𝑃کران بالای . باشد(n,p)متغیر تصادفی دوجمله ای Xاگر  𝑋 ≥ 𝛼n ؟ فرضp<𝛼<1

𝑃 =
1

2
,𝛼 =

3

4

ΦX 𝑡 = 𝑝𝑒𝑡 + 1 − 𝑝 𝑛

𝑃 𝑋 ≥ 𝛼𝑛 ≤ min
𝑡>0 

𝑒−𝑡𝑎ΦX 𝑡 = min
𝑡>0 

𝑒−𝑡𝑎 𝑝𝑒𝑡 + 1 − 𝑝 𝑛



کران های مارکوفی وچبیشف و چرنف

مارکوف ضعیف ترین کران

nچبیشف کران قوی تر و میل به صفر با افزایش 

چرنف قوی ترین کران و میل به صفر با سرعت نمایی



نامساوی کوشی شوارتز

معرفی در جبر خطی

معتبر در متغیرهای تصادفی

𝐸 𝑋𝑌 ≤ 𝐸 𝑋۲ 𝐸 𝑌۲



JENSENنامساوی ینسن 

یادآوری
𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲ ≥ 0

𝐸 𝑋۲ ≥ 𝐸 𝑋 ۲

تعریف تابع کوژ

نامساوی ینسن هر تابع کوژ
𝐸 𝑔 𝑋 ≥ 𝑔 𝐸 𝑋



قضایای حدی

مدل های همگرائی متغیرهای تصادفی

قضایای حدی
از نتایج بنیادین نظریه احتمال

نمونه های آن
قانون اعداد بزرگ

 همگرایی میانگین تعداد زیادی از متغیرهای تصادفیiidبه امید ریاضی

قضیه حد مرکزی
جمع تعداد زیادی متغیر تصادفی برابر تقریبی از توزیع نرمال



میانگین نمونه

,𝑋۱,𝑋۲اگر  … ,𝑋𝑛توزیع مستقل و یکسان داشته باشند

 آن گاه متغیر ،ത𝑋 =
σ

𝑖=۱
𝑛 𝑋𝑖

𝑛
میانگین نمونه 



میانگین نمونه

,𝑋۱,𝑋۲اگر  … ,𝑋𝑛توزیع مستقل و یکسان داشته باشند

 آن گاه متغیر ،ത𝑋 =
σ

𝑖=۱
𝑛 𝑋𝑖

𝑛
میانگین نمونه 

قضیه

,𝑋۱,𝑋۲اگر  … ,𝑋𝑛 توزیع مستقل و یکسان با میانگین𝜇 و وردائی𝜎۲باشند، آن گاه
E ത𝑋 = 𝜇

Var ത𝑋 = 𝜎۲/𝑛

Cov ത𝑋,𝑋𝑖 − ത𝑋 = 0

اثبات



میانگین نمونه

-اثبات
E ത𝑋



میانگین نمونه

-اثبات

E ത𝑋 =
۱
𝑛



𝑖=۱

𝑛

𝐸 𝑋𝑖



میانگین نمونه

-اثبات

E ത𝑋 =
۱
𝑛



𝑖=۱

𝑛

𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇



میانگین نمونه

-اثبات

E ത𝑋 =
۱
𝑛



𝑖=۱

𝑛

𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇

Var ത𝑋 =
۱
𝑛

۲
𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 =
۱
𝑛

۲


𝑖=۱

𝑛

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 =
𝜎۲

𝑛



میانگین نمونه

-اثبات

E ത𝑋 =
۱
𝑛



𝑖=۱

𝑛

𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇

Var ത𝑋 =
۱
𝑛

۲
𝑉𝑎𝑟 

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 =
۱
𝑛

۲


𝑖=۱

𝑛

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 =
𝜎۲

𝑛

Cov ത𝑋, 𝑋𝑖 − ത𝑋 = Cov ത𝑋, 𝑋𝑖 − Cov ത𝑋, ത𝑋 =
۱
n

Cov 𝑋𝑖 + 

𝑗≠𝑖

𝑛

𝑋𝑗 , 𝑋𝑖 − Var ത𝑋

=
۱
n

Cov 𝑋𝑖 , 𝑋𝑖 +
۱
n

Cov 

𝑗≠𝑖

𝑛

𝑋𝑗 , 𝑋𝑖 − Var ത𝑋 =
𝜎۲

𝑛
−

𝜎۲

𝑛
= 0



توزیع نرمال استانده

۱میانگین صفر و انحراف معیار 

Zنمایش با 



توزیع نرمال استانده

متغیر تصادفی با توزیع نرمال استانده-مثال

۱.۷۲احتمال مقدار کمتر از 
 به آن۰.۵۰۰۰یافتن مقدار متناظر در جدول و افزودن
۰.۵۰۰۰ + ۰.۴۵۷۳ = ۰.۹۵۷۳

۰.۸۸−احتمال مقدار کمتر از 
 ۰.۵۰۰۰یافتن مقدار متناظر در جدول و تفاضل آن از
۰.۵۰۰۰ − ۰.۳۱۰۶ = ۰.۱۸۹۴

۱.۷۵و ۱.۳۰احتمال مقدار بین  
 تفاضل بزرگتر از کوچکتر

۰.۴۵۹۹ − ۰.۴۰۳۲ = ۰.۰۵۶۷

۰.۴۵و ۰.۲۵−احتمال مقدار بین  
 جمع

۰.۰۹۸۷ + ۰.۱۷۳۶ = ۰.۲۷۲۳



قانون قوی اعداد بزرگ

,𝑋۱,𝑋۲اگر توزیع  Eمستقل و یکسان داشته باشند و … 𝑋𝑖 = 𝜇 آن گاه متغیر ۱با احتمال ،ത𝑋 =
σ

𝑖=۱
𝑛 𝑋𝑖

𝑛
.میانگین نمونه خوانده می شود

𝑋۱ + 𝑋۲ + ⋯ 𝑋𝑛

𝑛
→ 𝜇 با 𝑛 → ∞



(یا قضیة مرکزی حد)قضیة حد مرکزی 

قضیه

,𝑋۱,𝑋۲اگر  … ,𝑋𝑛 دنبالة مستقلی از متغیرهای تصادفی مستقل و یکسان با میانگین𝜇 و وردائی𝜎۲ ،باشند
آن گاه

𝑋۱ + 𝑋۲ + ⋯ 𝑋𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎 𝑛

𝑛با → به دیگر سخن. به توزیع نرمال استانده میل می کند ∞

𝑃
𝑋۱ + 𝑋۲ + ⋯ 𝑋𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎 𝑛
≤ 𝑎 →

۱

۲𝜋
න

−∞

𝑎

𝑒
−

𝑥۲
۲ 𝑑𝑥 با 𝑛 → ∞

ത𝑋یا با نمایش دیگر  =
σ

𝑖=۱
𝑛 𝑋𝑖

𝑛
𝑛و  → ∞  ،𝑍 =

ത𝑋−𝜇

𝜎/ 𝑛
.توزیع نرمال استاندارد است



۱۷۱۸-قضیه دوموآور

X متغیر  تصادفی دوجمله ای با پارامترهایn ۱و
داریمa<bو bو aباشد، آن گاه به ازای هردو عدد ۲

lim
𝑛→∞

𝑃 𝑎 <
𝑋 −

۱
۲ 𝑛

۱
۲ 𝑛

< 𝑏 =
1

2𝜋
 න

𝑎

𝑏

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡

𝐸 𝑋 =
۱
۲

𝑛

𝜎𝑋 =
۱
۲

𝑛



۱۸۱۲-لاپلاس-قضیه دوموآور

X متغیر  تصادفی دوجمله ای با پارامترهایn وp باشدبرای هردو عددa وb وa<bداریم

lim
𝑛→∞

𝑃 𝑎 <
𝑋 − 𝑛𝑝

𝑛𝑝 1 − 𝑝
< 𝑏 =

1

2𝜋
 න

𝑎

𝑏

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡

𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝

𝜎𝑋 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝

𝑛𝑝به شرط pو nتقریبی مناسب برای هر  1 − 𝑝 ≥ ۱۰



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 

بنابر چند قضیه قبل 



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 

بنابر چند قضیه قبل 
 میانگین توزیعത𝑋 برابر𝜇 ത𝑋 = ۲۰۰



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 

بنابر چند قضیه قبل 
 میانگین توزیعത𝑋 برابر𝜇 ത𝑋 = ۲۰۰

 انحراف معیار آن برابر با𝜎 ത𝑋 =
۱۵
۳۶ = ۲.۵



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 

بنابر چند قضیه قبل 
 میانگین توزیعത𝑋 برابر𝜇 ത𝑋 = ۲۰۰

 انحراف معیار آن برابر با𝜎 ത𝑋 =
۱۵
۳۶ = ۲.۵

 بر اساس قضیه مرکزی حد توزیع تقریبا نرمال𝑍 =
۲۰۴−۲۰۰

۲.۵ = ۱.۶



مثال

۱۵و انحراف معیار ۲۰۰متغیر تصادفی با میانگین 

مورد۳۶برای نمونه تصادفی به اندازه ۲۰۴احتمال حداقل میانگین 

بنابر چند قضیه قبل 
 میانگین توزیعത𝑋 برابر𝜇 ത𝑋 = ۲۰۰

 انحراف معیار آن برابر با𝜎 ത𝑋 =
۱۵
۳۶ = ۲.۵

 بر اساس قضیه مرکزی حد توزیع تقریبا نرمال𝑍 =
۲۰۴−۲۰۰

۲.۵ = ۱.۶
𝑃 ത𝑋 ≥ ۲۰۴ = 𝑃 𝑍 ≥ ۱. ۶ = ۰. ۵۰۰۰ − ۰. ۴۴۵۲ = ۰. ۰۵۴۸



محاسبة امید با شرطی بودن

𝐸 𝑋 = 𝐸 𝐸 𝑋 𝑌

گسسته

𝐸[𝑋] = 

𝑦

𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 𝑃{𝑌 = 𝑦}

پیوسته

𝐸[𝑋] = න

−∞

+∞

𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 𝑓𝑌(𝑦)



تهاثبات حالت گسس-محاسبة امید با شرطی بودن

𝐸 𝐸 𝑋 𝑌 = 

𝑦

𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 𝑃{𝑌 = 𝑦}

= 

𝑦



𝑥

𝑥𝑃{𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦} 𝑃{𝑌 = 𝑦}

= 

𝑦



𝑥

𝑥𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦

= 

𝑥

𝑥 

𝑦

𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦

= 

𝑥

𝑥𝑃 𝑋 = 𝑥

= 𝐸[𝑋]



محاسبة وردائی با شرطی بودن

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑌 + 𝑉𝑎𝑟[𝐸 𝑋 𝑌 ]



استنتاج آماری

در زندگی واقعی
کار با داده های تحت تأثیر تصادف
 نیاز به استخراج اطلاع جهت نتیجه
نتیجه گیری از داده



استنتاج آماری

در زندگی واقعی
کار با داده های تحت تأثیر تصادف
 نیاز به استخراج اطلاع جهت نتیجه
نتیجه گیری از داده

منبع تصادف



استنتاج آماری

در زندگی واقعی
کار با داده های تحت تأثیر تصادف
 نیاز به استخراج اطلاع جهت نتیجه
نتیجه گیری از داده

منبع تصادف
عدم دسترسی به تمامی جمعیت

انتخاب مجموعه ای تصادفی از جمعیت و پرسش از آنها

تصادف ناشی از نمونه برداری



استنتاج آماری

در زندگی واقعی
کار با داده های تحت تأثیر تصادف
 نیاز به استخراج اطلاع جهت نتیجه
نتیجه گیری از داده

منبع تصادف
عدم دسترسی به تمامی جمعیت

انتخاب مجموعه ای تصادفی از جمعیت و پرسش از آنها

تصادف ناشی از نمونه برداری

ناشی از نوفه



استنتاج آماری

در زندگی واقعی
کار با داده های تحت تأثیر تصادف
 نیاز به استخراج اطلاع جهت نتیجه
نتیجه گیری از داده

منبع تصادف
عدم دسترسی به تمامی جمعیت

انتخاب مجموعه ای تصادفی از جمعیت و پرسش از آنها

تصادف ناشی از نمونه برداری

ناشی از نوفه

منجر به استنتاج آماری
مجموعه روش هائی که از داده های مخلوط با تصادف سعی بر استخراج نتیجه گیری می کنند



استنتاج آماری

نیاز به استفاده از دانش احتمالی

کار با داده حقیقی
عدم روشن بودن توزیع داده واقعی

روش های اصلی
بسامدی

بیزی



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 

الگوریتم
 جمع آوری چند نمونه جهت تخمین𝜃

 دریافت نمونه تصادفیX1 ،X2 ،… ،Xn



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 

الگوریتم
 جمع آوری چند نمونه جهت تخمین𝜃

 دریافت نمونه تصادفیX1 ،X2 ،… ،Xn

 تعریف تخمین گر نقطه ایመ𝜃 جهت تخمین𝜃 به طوری کهመ𝜃 = ℎ 𝑋۱, ⋯ ,𝑋𝑛



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 

الگوریتم
 جمع آوری چند نمونه جهت تخمین𝜃

 دریافت نمونه تصادفیX1 ،X2 ،… ،Xn

 تعریف تخمین گر نقطه ایመ𝜃 جهت تخمین𝜃 به طوری کهመ𝜃 = ℎ 𝑋۱, ⋯ ,𝑋𝑛

 مثال𝜃 = ത𝑋 =
𝑋۱+⋯+𝑋𝑛

𝑛



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 

الگوریتم
 جمع آوری چند نمونه جهت تخمین𝜃

 دریافت نمونه تصادفیX1 ،X2 ،… ،Xn

 تعریف تخمین گر نقطه ایመ𝜃 جهت تخمین𝜃 به طوری کهመ𝜃 = ℎ 𝑋۱, ⋯ ,𝑋𝑛

 مثال𝜃 = ത𝑋 =
𝑋۱+⋯+𝑋𝑛

𝑛

 وجود  بی نهایت تخمین گر ممکن برای𝜃



تخمین نقطه ای

𝜃تلاش بر تخمین پارامتر مجهول 
 مثال𝜃 = 𝐸 𝑋

𝜃مقدار ( تصادفی نبودن)فرض بر ثابت بودن 

الگوریتم
 جمع آوری چند نمونه جهت تخمین𝜃

 دریافت نمونه تصادفیX1 ،X2 ،… ،Xn

 تعریف تخمین گر نقطه ایመ𝜃 جهت تخمین𝜃 به طوری کهመ𝜃 = ℎ 𝑋۱, ⋯ ,𝑋𝑛

 مثال𝜃 = ത𝑋 =
𝑋۱+⋯+𝑋𝑛

𝑛

 وجود  بی نهایت تخمین گر ممکن برای𝜃
چگونگی اطمینان از مناسب بودن تخمین گر

چگونگی مقایسة تخمین گرهای متفاوت



ارزیابی تخمین گر ها

𝜃سه خاصیت مطلوب برآورده سازهای نقطه ای  = ℎ 𝑋۱, ⋯ ,𝑋𝑛 از𝜃
 اریبیB መ𝜃 = 𝐸 መ𝜃 − 𝜃

میانگین مربع  خطا

سازگاری



ارزیابی تخمین گر ها

Bاریبی  𝜃 = 𝐸 𝜃 − 𝜃
 در پی برابری اریب با مقدار صفر یا𝐸 መ𝜃 = 𝜃

به معنای به طور میانگین نزدیکیመ𝜃   به𝜃

𝜃مثال فرض  = ത𝑋 =
𝑋۱+⋯+𝑋𝑛

𝑛
اریب یا نااریب؟

B መ𝜃 = 𝐸 መ𝜃 − 𝜃 = 𝐸 ത𝑋 − 𝜃 = 𝐸 𝑋𝑖 − 𝜃 = 0

پس نااریب

اما لزوما مناسب نیست  .



ارزیابی تخمین گر ها

𝑀𝑆𝐸برابر 𝜃تخمین گر MSEمیانگین مربع خطا  𝜃 = 𝐸 𝜃 − 𝜃
۲

መ𝜃 − 𝜃 برابر خطای تخمین𝜃 باመ𝜃

 م م خ معیاری از میزان فاصلة بینመ𝜃 و𝜃

مقدار کمتر معادل تخمین مناسب تر

مثال



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

به MSEامکان تجزیه 



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

اما



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

در نتیجه



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

𝑀𝑆𝐸 𝜃 = 𝐸 𝜃 − 𝜃
۲

= 𝑉𝑎𝑟 𝜃 + B 𝜃
۲

𝜃تخمین -یا فرو-به فرا𝜃تمایل :اریب

]𝐸میانگین پراکندگی تخمین گرها حول مقدار میانگین خود :وردائی 𝜃] 

سخن کوتاه
گیری میانگین مربع خطا تخمین گر برابر جمع اندازه گیری میزان دوری تخمین گر به طور میانگین از مقدار امید ریاضی اش و اندازه 

پراکندگی تخمین گر



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

نمونه موارد اریبی و وردائی



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

𝐸[𝑋𝑖]نمونه تصادفی از توریع با میانگین X1 ،X2 ،... ،Xnفرض -مثال = 𝜃 و وردائی𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎۲ با ،
دو تخمین

۱-𝜃۱ = 𝑋۱

۲-𝜃۲ = ത𝑋 =
𝑋۱+⋯+𝑋𝑛

𝑛

-حل

𝑀𝑆𝐸 𝜃۱ = 𝐸 𝜃۱ − 𝜃
۲

= 𝐸 𝑋۱ − 𝐸 𝑋۱ ۲ = 𝑉𝑎𝑟 𝑋۱ = 𝜎۲

𝑀𝑆𝐸 𝜃۲ = 𝐸 𝜃۲ − 𝜃
۲

= 𝐸 ത𝑋 − 𝜃 ۲ = 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 − 𝜃 + 𝐸 ത𝑋 − 𝜃 ۲ = 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 =
𝜎۲

𝑛
∀𝑛 > 1:  𝑀𝑆𝐸 𝜃۱ > 𝑀𝑆𝐸 𝜃۲



میانگین مربع خطا-ارزیابی تخمین گر ها

سخن کوتاه،

𝑀𝑆𝐸 𝜃 = 𝐸 𝜃 − 𝜃
۲

= 𝑉𝑎𝑟 𝜃 − 𝜃 + 𝐸 𝜃 − 𝜃
۲

= 𝑉𝑎𝑟 𝜃 + 𝐵 𝜃
۲

𝐵به طوری که  𝜃 = 𝐸 𝜃 − 𝜃



ارزیابی تخمین گر ها

سازگاری

تخمین ساز 𝜃𝑛آن گاه . باشند𝜃دنباله ای از تخمین ساز های نقطه ای از ... ، 𝜃۱ ،𝜃۲ ،... ،𝜃𝑛فرض -تعریف
است، اگر𝜃از « سازگاری»

حــــد
𝑛→∞

𝑃 𝜃𝑛 − 𝜃 ≥ 𝜖 = 0 , ∀𝜖 > 0



ارزیابی تخمین گر ها

سازگاری

تخمین ساز 𝜃𝑛آن گاه . باشند𝜃دنباله ای از تخمین ساز های نقطه ای از ... ، 𝜃۱ ،𝜃۲ ،... ،𝜃𝑛فرض -تعریف
است، اگر𝜃از « سازگاری»

حــــد
𝑛→∞

𝑃 𝜃𝑛 − 𝜃 ≥ 𝜖 = 0 , ∀𝜖 > 0

اگر. باشند𝜃دنباله ای از تخمین ساز های نقطه ای از ... ، 𝜃۱ ،𝜃۲ ،... ،𝜃𝑛فرض -قضیه
حــــد
𝑛→∞

𝑀𝑆𝐸 𝜃𝑛 = 0

.است𝜃از « سازگاری»تخمین ساز 𝜃𝑛آن گاه 



تخمین ساز نقطه ای میانگین و وردائی

نمونه تصادفی از توزیعX1 ،X2 ،... ،Xnفرض -تعریف
 با میانگین𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇 < و ∞

 0با وردائی < 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎۲ < ∞

«نمونه تصادفی مذکور برابر است با « وردائی نمونه

𝑆۲ =
۱

𝑛 − ۱


𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖 − ത𝑋 ۲ =
۱

𝑛 − ۱
(

𝑖=۱

𝑛

𝑋𝑖
۲ − 𝑛 ത𝑋)

𝑆همچنین انحراف معیار نمونه برابر . است𝜎۲به طوری که وردائی نمونه تخمین ساز نااریب  = 𝑆۲.

S تخمین سازی اریب از𝜎است  .



 MAXIMUMتخمین بیشینه درست نمائی 
LIKELIHOOD ESTIMATION 

راه حلی روشمند جهت تخمین پارامترها

کوزه ای حاوی سه توپ و هر یک یا سرخ یا کبود ولی عدم اطلاع بیشتر-مثال

𝜃فرض تعداد توپ هایی کبود برابر 
 ۳، یا ۲، ۱، 0مقادیر ممکن آن.

.  اجازة انتخاب چهارتوپ از کوزه با جاگذاری

X1 ،X2 ،X3 ،X4تعریف م ت های 

𝑋𝑖 = ൝
۱, کبود 𝑖 توپ

0, سرخ 𝑖 توپ



تخمین بیشینه درست نمائی

𝑋𝑖 = ൝
۱, کبود 𝑖 توپ

0, سرخ 𝑖 توپ

𝑋𝑖 دارای توزیع مستقل و یکسان و𝑋𝑖~𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖
𝜃

3

به ترتیب𝑋𝑖پس از انجام آزمایش، مشاهدة مقادیر 

𝑥۱ = ۱,𝑥۲ = 0,𝑥۳ = ۱,𝑥۴ = (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)یا ۱ = ۱,0,۱,۱

مقدار احتمال مشاهدة فوق بیشینه است؟𝜃به ازای چه احتمالی از 



تخمین بیشینه درست نمائی

𝑥۱ = ۱,𝑥۲ = 0,𝑥۳ = ۱,𝑥۴ = (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)یا ۱ = ۱,0,۱,۱

مقدار احتمال مشاهدة فوق بیشینه است؟𝜃به ازای چه احتمالی از 
چون -حل𝑋𝑖~𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖

𝜃

3
پس

𝑃𝑋𝑖
𝑥 =

𝜃

۳
, 𝑥 = ۱ 

۱ −
𝜃

۳
, 𝑥 = 0

 داریم𝑃𝑋۱𝑋۲𝑋۳𝑋۴ 𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴ =
𝜃

۳ (۱ −
𝜃

۳)
𝜃

۳
𝜃

۳ =
𝜃

۳
۳

۱ −
𝜃

۳



تخمین بیشینه درست نمائی

𝑃𝑋۱𝑋۲𝑋۳𝑋۴داریم  𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴ =
𝜃

۳ (۱ −
𝜃

۳)
𝜃

۳
𝜃

۳ =
𝜃

۳
۳

۱ −
𝜃

۳
جدول مقادیر مختلف

𝜃پاسخ  = ۲



تخمین درست نمائی

در صورت مشاهدة مقادیر . باشد𝜃نمونه تصادفی از توزیع با پارامتر X1 ،X2 ،... ،Xnفرض -فرض تعریف
X1=x1 ،X2=x2 ،... ،Xn=xn

 ها گسسته باشند، آن گاه تابع درست نمائی برابر است با 𝑋𝑖اگر 
𝐿 𝑥۱, 𝑥۲, ⋯ , 𝑥𝑛; 𝜃 = 𝑃𝑋۱,𝑋۲,⋯,𝑋𝑛

𝑥۱, 𝑥۲, ⋯ , 𝑥𝑛; 𝜃

 ها پیوسته باشند، آن گاه تابع درست نمائی برابر است با 𝑋𝑖اگر 

𝐿 𝑥۱,𝑥۲, ⋯ ,𝑥𝑛; 𝜃 = 𝑓𝑋۱,𝑋۲,⋯,𝑋𝑛
𝑥۱,𝑥۲, ⋯ ,𝑥𝑛; 𝜃.

در بعضی از مسائل حل لگاریتم درست نمائی راحتتر است و به صورت زیر نمایش داده می شود 
ln 𝐿 𝑥۱, 𝑥۲, ⋯ , 𝑥𝑛; 𝜃



تخمین بیشینه درست نمائی

در صورت مشاهدة مقادیر . باشد𝜃نمونه تصادفی از توزیع با پارامتر X1 ،X2 ،... ،Xnفرض -فرض تعریف
X1=x1 ،X2=x2 ،... ،Xn=xn آن گاه تخمین بیشینة درست نمائی𝜃 را با𝜃𝑀𝐿 نمایش می دهیم برابر با

𝐿است که تابع درستنمایی 𝜃مقداری از  𝑥۱,𝑥۲, ⋯ ,𝑥𝑛; 𝜃ائی تخمین گر بیشینه درست نم. را بیشینه می کند
.  برمی گرداند𝜃𝑀𝐿متغیر تصادفی است که 𝜃از پارامتر 



تخمین بیشینه درست نمائی

دوجمله ای~𝑋𝑖»مثال  ۳,𝜃 (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)و مشاهدة «   = ۱,۳,۲,۲ .

تابع دوجمله ای برابر است با 

پس 

با مقادیر مشاهده شده داریم



تخمین بیشینه درست نمائی

دوجمله ای~𝑋𝑖»مثال  ۳,𝜃 (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)و مشاهدة «   = ۱,۳,۲,۲ .

تابع درست نمایی برابر 

مشتق گیری جهت یافتن مقدار بیشینه سازی تابع مذکور

= ب د𝜃در نتیجه 
۲
۳



تخمین بیشینه درست نمائی

نمائی~𝑋𝑖»مثال  𝜃 (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)و مشاهدة «   = ۱.۲۳,۳.۳۲,۱.۹۸,۲.۱۲ .

تابع نمایی برابر است با 

پس

با مقادیر مشاهده شده داریم



تخمین بیشینه درست نمائی

نمائی~𝑋𝑖»مثال  𝜃 (𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴)و مشاهدة «   = ۱.۲۳,۳.۳۲,۱.۹۸,۲.۱۲  .

تابع درست نمایی برابر 

راحتتر بودن کار با لگاریتم

مشتق گیری جهت یافتن مقدار بیشینه سازی تابع مذکور
۴
𝜃

− ۸.۶۵ = 0

= ب د𝜃در نتیجه  ۰.۴۶



تخمین بیشینه درست نمائی

موارد زیر را بیابیدMLEتمرین تخمین گر بیشینه درست نمائی 
«𝑋𝑖~دوجمله ای ۳,𝜃 ,𝑥۱,𝑥۲و مشاهدة «   ⋯ ,𝑥𝑛 .

«𝑋𝑖~نمائی 𝜃 ,𝑥۱,𝑥۲و مشاهدة «   ⋯ ,𝑥𝑛 .



تخمین بیشینه درست نمائی

مقدار حاصل از تخمین بیشینة درست نمائی تابعی از دادة مشاهده شده
مقدار محاسبه شده با آن متغیری تصادفی است  .

Θب د = መ𝜃حاصل تخمین درست نمائی بیشینه برای داده مشاهده شدهب د

عدم امکان استفاده از مشتق گیری جهت بدست آوردن مقدار بیشینه ساز
مقادیر گسسته
مقادیر حقیقی ولی تابع مقید  .



یخواص مجانبی تخمین بیشینه درست نمائ

Θت ب د ب دMLE پارامتر𝜃آن گاه.باشد

Θحــــدمجانبی سازگار است، یا ب د
𝑛→∞

𝑃 Θب د − 𝜃 ≥ 𝜖 = 0 ,∀𝜖 > 0.

Θحــــدمجانبی نااریب است، یا ب د
𝑛→∞

𝐸 Θب د = 𝜃.

 با بزرگتر شدنn ،Θیا م ت .به م ت نرمال میل می کندب د
Θب د−𝜃

𝑉𝑎𝑟 Θب د
.میل می کندN(0,1)به توزیع 



رگرسیون خطی

در پی یافتن مدل سادة توضیح دهندة روابط بین دو یا چند  م ت
𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛

معمولا به دنبال مدل های ساده

مدل خطی محتملا ساده ترین مدل
𝑦𝑖 ≈ 𝛽0 + 𝛽۱𝑥𝑖

امکان تأثیر عوامل دیگر، پس
𝑦𝑖 ≈ 𝛽0 + 𝛽۱𝑥𝑖 + 𝜖𝑖

𝜖𝑖به مثابة م ت؛ نشان دهنده میزان خطا در تقریب
 هدف تخمین𝛽0و𝛽۱با کمترین خطا

ො𝑦خط رگرسیون  = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥
بهترین برازش داده ها



رگرسیون خطی

ො𝑦خط رگرسیون  = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥 + 𝜖
 به دلیل م ت اپسیلون، م ت بودنY

xمعروف به پیش بین ساز یا متغیر توصیف گر
Yمعروف به متغیر پاسخ



مدل سادة رگرسیون خطی

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥𝑖 + 𝜖𝑖

𝜖𝑖~𝑁 0,۱

𝜖𝑖و 𝛽۱و𝛽0فرض بر ثابت ولی مجهول بودن 

𝑥𝑖مقدار nفرض بر داشتن  ,𝑦𝑖

𝑦𝑖با 𝑥𝑖مرتبط کنندة 𝛽۱و𝛽0هدف یافتن بهترین 

چند روش حل



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

Xها از م ت -x_iفرض بر مشاهدة 
 پس

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽۱𝑋 + 𝜖

و𝜖~𝑁 0,۱

اعمال امید ریاضی به دو طرف معادله
𝐸 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽۱𝐸 𝑋 + 𝐸 𝜖

= 𝛽0 + 𝛽۱𝐸 𝑋

در نتیجه
𝛽0 = 𝐸 𝑌 − 𝛽۱𝐸 𝑋



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

Cov(X,Y)محاسبة 

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = Cov X, 𝛽0 + 𝛽۱𝑋 + 𝜖

= 𝛽0Cov X, ۱ + 𝛽۱𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 + 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝜖  

= 0 + 𝛽۱𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 + 0

= 𝛽۱𝑉𝑎𝑟(𝑋)
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝜖) = از یکدیگر𝜖و𝑋به دلیل استقلال 0

در نتیجه

𝛽۱ =
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋
, 𝛽0 = 𝐸 𝑌 − 𝛽۱𝐸 𝑋



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

𝛽۱ =
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋
, 𝛽0 = 𝐸 𝑌 − 𝛽۱𝐸 𝑋

، و E[X] ،E[Y]در صورت داشتن 𝛽0 و𝛽۱امکان محاسبة 
𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋

مقدار مشاهده شده امکان تخمین مقادیر مزبورnبا داشتن 



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

امکان تخمین پارامترها

ො𝑦در نتیجه امکان محاسبه خط رگرسیون  = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥

ෝ𝑦𝑖از ො𝑦𝑖امکان محاسبة مقدار برازش  𝑥𝑖به ازای هر  = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥𝑖

ෝ𝑦𝑖 مقدار پیش بینی شدة𝑦𝑖

باقیمانده یا خطا
e𝑖 = ෝ𝑦𝑖 − 𝑦𝑖



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

ො𝑦الگوریتم محاسبة  = 𝛽0 + 𝛽۱𝑥
ورودی :(𝑥۱,𝑦۱) ،(𝑥۲,𝑦۲) ،... ،(𝑥𝑛,𝑦𝑛)

 تخمین

به طوری که



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

مثال

حل

داریم



روش اول حل مدل ساده رگرسیون خطی

مثال

ادامة حل



روش دوم حل مدل ساده رگرسیون خطی

روش کمترین مربعات

(𝑥𝑛,𝑦𝑛)، ...، (𝑥۲,𝑦۲)، (𝑥۱,𝑦۱): ورودی

e𝑖خطا برابر با  = 𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽0 − 𝛽۱𝑥

بدست آوردن جمع مربع خطاها

بهترین برازش برابر با کمینة تابع بالا 



روش دوم حل مدل ساده رگرسیون خطی

حل معادلات



گسترش

رگرسیون خطی چندگانه

معنای خطی بودن

مشکلات
بیش برازش، ناهم ورایانسی، هم خطی چندگانه
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